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      Vorwort

    


    Für alle Freunde logisch-mathematischer Leckerbissen habe ich diese Sammlung weihnachtlich-geistiger Herausforderungen kreiert. In diesem Rätselbüchlein geht es vor allen Dingen um eines – um den Spaß beim Rätseln und um neue, originelle Knobeleien rund um das Thema Weihnachten. Albert Einstein sagte einmal, dass Phantasie wichtiger als Wissen sei, und genau daran orientieren sich auch die Aufgaben, die Sie hier finden werden, welche allesamt ohne Kenntnisse in höherer Mathematik gelöst werden können. Dennoch gibt es neben zahlreichen einfacheren Kopfnüssen auch jede Menge Stoff für die schlauesten unter den Rätselfüchsen. Gefordert werden Ihr gesunder Menschenverstand, logisches Schlussfolgern, das Erkennen von Gesetzmäßigkeiten, planerisches Vorgehen sowie Kreativität und zumindest ein gewisses Interesse am spielerischen Umgang mit Mathematik. Gerade diese Vielseitigkeit macht den besonderen Reiz der Aufgaben aus. Rätsel ganz unterschiedlicher Art und Schwierigkeit lassen so schnell keine Langeweile aufkommen und bieten sowohl dem Rätselnovizen als auch dem routinierten Knobelgenie jede Menge Gehirnfutter für lange Abende oder auch für zwischendurch. Zur raschen Orientierung sind die einzelnen Aufgaben mit Schwierigkeitsgraden gekennzeichnet. Je mehr Symbole eine Aufgabe besitzt, desto schwieriger ist sie, desto mehr müssen Sie um die Ecke denken, desto kniffliger ist es, den Lösungsweg zu erkennen. Natürlich soll diese Einteilung nur eine kleine Orientierungshilfe darstellen, denn eine Aufgabe, die dem einen leichtfällt, kann dem anderen schwerer erscheinen und umgekehrt. Das liegt daran, dass unterschiedliche Aufgaben unterschiedliche Fähigkeiten erfordern und diese Fähigkeiten individuell unterschiedlich ausgeprägt sind. Für den Fall des Falles finden Sie schließlich am Ende des Buches auch zu jedem Rätsel eine nachvollziehbare Lösung (ab Seite 113).

  


  
    
      
    


    
      Einleitung

    


    Welcher Knobelfreund kennt das nicht? Alle Rätselaufgaben, die ihm zu Ohren kommen, hat er schon wenigstens fünfmal irgendwo anders gesehen oder erzählt bekommen. Dieses Buch schafft Abhilfe und liefert 66 brandneue Rätsel. In dieser Einleitung möchte ich Ihnen kurz vorstellen, was Sie auf den kommenden vergnüglichen Seiten konkret erwartet: vorwiegend mathematisch-logische Rätsel rund um das Thema Weihnachten. Das Repertoire reicht von Streichholzlegespielchen bis hin zu höllisch gemeinen Textaufgaben, von geometrischen Fragestellungen bis hin zu fiesen Logikrätseln. Im Gegensatz zu Sudoku, welches nach immer demselben Schema gelöst wird, müssen Sie hier bei jeder Aufgabe einen ganz neuen Lösungsansatz entwickeln, und die geforderten Lösungsansätze unterscheiden sich von Aufgabe zu Aufgabe teils erheblich. Natürlich gibt es hier und dort etwas zu rechnen, was bei mathematischen Rätseln ja nicht außergewöhnlich ist, aber es gibt auch sehr viele Aufgaben, die ganz ohne Arithmetik zu lösen sind. Das mathematische Instrumentarium, welches benötigt wird, ist bewusst niedrig gehalten, aber Sie werden rasch feststellen, dass die Aufgaben deswegen überhaupt nicht trivial sein müssen. Andererseits sind sie aber auch nicht auf ein Niveau gehoben, dass man sie nur nach wochenlangem Brüten lösen könnte. Im Vordergrund steht der Spaß. Die schwierigsten Aufgaben werden einem Matheprofi selten mehr als eine Stunde abtrotzen und können einen intelligenten und ehrgeizigen Gelegenheitsknobler auch schon mal über mehrere Stunden beanspruchen, aber im Prinzip kann jeder jede Aufgabe lösen, wenn er gerne mathematisch-logisch denkt. Die mathematischen Voraussetzungen, wenn man sämtliche Aufgaben lösen möchte, umfassen einfache Kenntnisse über Dreiecke, Vierecke, Vielecke, Kreise, einfache geometrische Körper, Wahrscheinlichkeit, Primfaktorzerlegung, kleinstes gemeinsames Vielfaches, Quadratwurzeln und Mitternachtsformel zur Lösung quadratischer Gleichungen, Zahlensysteme, Teilbarkeitsregeln, Potenzieren, das Lösen einfacher Gleichungssysteme, wie man sie oft zur Lösung von Textaufgaben benötigt, Prozentrechnung und vor allen Dingen Logik. Bei einigen Aufgaben werden Sie einen Plan erstellen müssen, wie ein Ziel erreicht werden kann. Bei den Streichholzlegeaufgaben werden Sie teilweise recht unkonventionelle Lösungen finden müssen, und Ihre Fähigkeit, out of the box zu denken, wird dabei sehr beansprucht werden. Auf Trigonometrie, Logarithmen oder gar Differenzialrechnung wird in diesem Buch bewusst komplett verzichtet. Sie sollen hier zeigen, was Sie können, nicht, was Sie wissen. Sie finden zahlreiche Aufgaben, wie Lehrkräfte sie benutzen könnten, um bei ihren Schülern das Interesse an Mathematik zu wecken oder eine Begabung zu entdecken, und Sie finden ebenfalls viele Aufgaben, wie sie teilweise von Konzernen bei Bewerbertests für hochqualifizierte Positionen benutzt werden könnten. Sie können die Aufgaben dieses Buches daher auch unter dem Aspekt betrachten, dass sie Ihnen dabei helfen, einige Ihrer eigenen Stärken und Schwächen zu entdecken. Sicherlich werden Sie bei jeder Aufgabe spüren, worin die eigentliche Schwierigkeit besteht. Bei den Lichterkettenaufgaben müssen Sie etwa ein Muster analysieren, welches zudem leicht gestört wurde. Haben Sie damit keine großen Probleme, dann besitzen Sie eine Begabung für das Erkennen von Zusammenhängen und Ungereimtheiten. Erfordert eine Aufgabe besondere Fähigkeiten, die im Kontext von Knobelaufgaben sonst eher unüblich sind, wird darauf im Lösungsteil noch einmal extra hingewiesen. Dennoch, dieses Buch wurde weder mit dem Hintergedanken der praktischen Nützlichkeit geschrieben, noch handelt es sich um ein Lehrbuch. In erster Linie soll das Buch Ihrer Unterhaltung dienen. Aus diesem Grund sind die Aufgabentexte auch nicht unbedingt bierernst gehalten, und ein gelegentliches Schmunzeln ist durchaus gewollt. Der Lösungsteil ist so ausführlich wie möglich gehalten und besteht nicht nur aus lapidaren Ergebnissen, die ohne weitere Erklärung im Raum stehen. Die Lösungen werden weitestgehend Schritt für Schritt aufgebaut, aber ohne die Kenntnis simpler mathematischer Sachverhalte sind manche Lösungen nicht immer nachvollziehbar. Die Schritt-für-Schritt-Erklärungen gestatten Ihnen auch, sich einen Lösungstipp einzuholen, indem Sie nur den Anfang einer Lösung betrachten.
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      01 Professor Pobel-Knobels Lichterkette [image: ]
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    Professor Pobel-Knobel ist besessen von der Schönheit. Doch sind es weder weibliche Rundungen noch bedeutende Kunstwerke, sondern verborgene mathematische Zusammenhänge, die ihn magisch in ihren Bann ziehen. Dies spiegelt sich ganz deutlich auch in der weihnachtlichen Dekoration seines Hauses und Gartens wider, die ihre Ästhetik nur wenigen Eingeweihten offenbart. Sein einziges Problem ist, dass seine Gemahlin zumindest in diesem Leben offensichtlich überhaupt keine Affinität zu mathematischer Schönheit besitzt und es stattdessen vorzieht, Accessoires und Dekorationen in völlig sinnfreien Arrangements nach Prinzipien einer zufallsdominierten Pseudoästhetik anzuordnen. Erst gestern hat der Professor im Vorgarten eigenhändig eine Lichterkette für Weihnachten aufgehängt, und heute muss er feststellen, dass die perfekte Anordnung der Lichterfarben den primitiven Bauchgefühlen seiner Ehefrau zum Opfer gefallen war. Gott sei Dank hat sie sich im Zaum gehalten und nur zwei benachbarte Lämpchen miteinander vertauscht. Welche zwei Lämpchen hat Frau Pobel-Knobel denn wohl vertauscht?
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      02 Weinnachtstombola [image: ]
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    Tand-und-Krempel-Im-und-Export veranstalten wie jedes Jahr und wie wohl jede Firma eine Weihnachtsfeier für die komplette Belegschaft. Es gibt auch eine Weihnachtstombola, und pro Mitarbeiter gibt es genau ein Los. Jedes Los ist ein Gewinn, Nieten gibt es keine. Verlost werden ein Beamer sowie einige Handtücher, aber auch Wein. Frau Matula hat großes Glück und gewinnt den Beamer, während Herr Ostinok eines der Handtücher gewinnt. Die Wahrscheinlichkeit, dass dies passieren würde, beträgt genau 10%. Während Herr Ostinok noch verzweifelt nach der Bedienungsanleitung für seinen Gewinn sucht, können Sie ja schon einmal überlegen, wie oft der Wein verlost wurde.
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      03 Kunst-Weihnachtsbaum [image: ]
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    Sie sehen hier ein sündhaft teures abstraktes Gemälde, gemalt von einem unbekannten Künstler auf eine dreieckige Leinwand. Dieses Unikat ist sein Geld aber auch wirklich wert. Dies fand wohl Frau Irmgard Pobel-Knobel, Gattin des Mathematik-Professors Horst Pobel-Knobel, und so beschloss sie kurzerhand, ihrem Gemahl dieses Juwel zeitgenössischer Kunst als Weihnachtspräsent unter den Baum zu legen. Die große Ernüchterung für Frau Pobel-Knobel kam am folgenden Tag, als sie nach einem Nachmittagsspaziergang im nahegelegenen Buchenwald wieder zu Hause angekommen war. Sie sah ihren Mann, der zu Hause geblieben war, mit einem überglücklichen Ausdruck im Gesicht. «Was freust du dich so?», fragte sie ihn. «Ich freue mich über dein tolles Geschenk. Das hat wirklich Spaß gemacht», erwiderte Horst. «Hat Spaß gemacht? Wie darf ich das verstehen?», wunderte sie sich. «Es war ganz schön knifflig, aber ich hab das Rätsel gelöst, einen Moment!», verkündete Horst voller Stolz und sprang in sein Arbeitszimmer, um das Bild zu holen. Irmgard traf fast der Schlag, als sie sah, dass alle ursprünglich weißen Dreiecke von Horst ausgemalt wurden. «Ich musste erst einmal darauf kommen, dass man die kleinen weißen Dreiecke so ausmalen soll, dass die vier kleinen Dreiecke, die zusammen jeweils ein größeres Dreieck bilden, immer alle unterschiedlich gefärbt sein müssen, und das für jedes solche größere Dreieck, und dass man dafür nur die vier vorgegebenen Grautöne benutzen darf.» Nun hat Professor Pobel-Knobel das Kunstwerk sicherlich ein wenig überinterpretiert. Können Sie seine Meisterleistung trotzdem wiederholen und die kleinen weißen Dreiecke ebenfalls nach diesen Regeln einfärben?
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      04 Weihnachtskauf in Leitersheim [image: ]
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    Leitersheim heißt so, weil es, aus der Luft betrachtet, wie eine Leiter aussieht. In Leitersheim gibt es zwei Hauptstraßen, die parallel zueinander verlaufen und durch insgesamt 13Quersträßchen miteinander verbunden sind. Einbahnstraßen gibt es keine. Das Kaufhaus in Leitersheim steht am Ortsanfang, mitten im ersten Quersträßchen. Der Weihnachtsmarkt befindet sich traditionell auf einem Festplatz an einer Hauptstraße im Abschnitt zwischen der fünften und sechsten Querstraße. Das Haus von Herrn Hintermond liegt am Ortsende – mitten in der 13.Querstraße. Am letzten Samstag vor Heiligabend fällt Herrn Hintermond mit Schrecken ein, dass er noch gar keine Geschenke für die Kinder gekauft hat. Er setzt sich also in sein Auto und fährt zum Warenhaus. Glück gehabt! Gerade hat er noch die letzte sprechende Puppe für seine kleine Tochter und eine tolle elektrische Eisenbahn für seinen Sohn ergattert. Herr Hintermond hat mit diesem Einkauf eindrucksvoll demonstriert, dass er ein Kind der guten alten Zeit ist, in welcher Spielekonsolen, MP3-Player und Smartphones noch keine Themen waren, und auch, wie wenig Ahnung er folglich davon hat, welche Geschenke sich Kinder heutzutage sehnlichst unterm Weihnachtsbaum vorzufinden erhoffen. So wird er wohl die Erfahrung machen, dass er am Ende selbst mit der Eisenbahn und der Puppe spielen müssen wird, weil seinen Sprösslingen diese Geschenke zu weltfremd erscheinen, als dass man mit ihnen irgendetwas anfangen könnte. Aber was soll’s? Hauptsache Geschenke. Er macht sich nun wieder auf den Heimweg. Den geht er jetzt etwas gemütlicher an. Die Hauptstraßen fährt er zwar immer nur in der Richtung seines Hauses, aber hin und wieder, wenn ihn gerade die Lust packt, lässt er sich dazu hinreißen, eines der malerischen Quersträßchen zu nehmen, um auf die jeweils andere Hauptstraße zu wechseln, denn der Ort ist überall so schön weihnachtlich dekoriert, dass der Anblick einen kleinen Umweg rechtfertigt. Unbedingt will er auch am festlich erleuchteten Weihnachtsmarkt vorbeifahren und danach gleich das nächste Quersträßchen nehmen, denn dort befindet sich der Friseur Kurz und Gut, zu dem er eigentlich auch noch wollte. Nach dem Friseurbesuch setzt er frohgelaunt seine Fahrt fort, ohne die Richtung zu ändern, bis er wieder auf eine der beiden Hauptstraßen stößt und dort die Fahrt wieder in Richtung Heimweg aufnimmt. Ab hier wählt er erneut irgendwelche Quersträßchen, je nach Lust und Laune, aber mindestens eines der folgenden vier. Entspannt kommt er schließlich zu Hause an, die Geschenke im Kofferraum vor den neugierigen Blicken der Kinder geschützt. Wir interessieren uns aber nicht für die Geschenke der Kinder, und Sie sollen auch nicht berechnen, wie lang die Gesichter an Heiligabend durchschnittlich sein werden. Unsere Aufmerksamkeit gilt dem Rückweg vom Kaufhaus nach Hause. Welchen Weg Herr Hintermond auf dem Heimweg gefahren ist, können Sie natürlich nicht wissen, weil dafür diverse Varianten in Frage kommen. Bestimmt können Sie aber sagen, wie viele verschiedene Heimwege es unter den genannten Voraussetzungen genau gibt.
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      05 Wundersame Baumvermehrung [image: ]
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    Frau Rosenrot hatte dieses Jahr wirklich eine Menge Pech. Dauernd war sie im Krankenhaus. Erst zwei Tage vor Heiligabend wurde sie entlassen. Die Tannenbäume in Leitersheim waren zu diesem Zeitpunkt schon längst ausverkauft. Bei einem kleinen Dorftratsch klagt sie Frau Kugelrund ihr Leid, die selbst nur ein mickriges Bäumchen ihr Eigen nennt. «Wissen Sie was?», sagt Frau Kugelrund. «Ich mache aus meinem Baum einfach zwei kleinere Bäume, und einen davon geb ich Ihnen.» – «Und so etwas geht?», staunt Frau Rosenrot. «Ei, sicher geht das», erwidert Frau Kugelrund selbstbewusst. «Ja, das wäre aber sehr nett von Ihnen, aber das kann ich doch wirklich nicht annehmen, dass Sie Ihr kleines Bäumchen noch kleiner machen», antwortet Frau Rosenrot mit verlegener Stimme. «Geht schon in Ordnung, geht schon in Ordnung», wiegelt Frau Kugelrund ab. «Wissen Sie, ich möchte dieses Jahr gar keinen so riesigen Baum.» – «Na gut, dann vielen herzlichen Dank!», willigt Frau Rosenrot breit grinsend ein. Und wie sieht es mit Ihnen aus? Können Sie auch aus einem Baum zwei Bäume machen? Sie dürfen nur ein Streichholz umlegen.
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      06 Professor Evilowski spielt ein böses Spiel [image: ]
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    Professor Evilowski ist pleite, und das zwei Wochen vor Heiligabend. Und dabei hat er noch nicht einmal ein Geschenk für seinen Sohn gekauft. Wie also kurzfristig und problemlos an Geld kommen?, fragt sich Professor Evilowski. Da fällt ihm ein, dass er seinen überlegenen Geist dazu benutzen könnte, den arglosen Chemieprofessor Goodman auszunehmen, den er noch von gemeinsamen Zeiten an der Akademie kennt und den er, wie alle anderen guten Menschen, für einen Volltrottel hält. Professor Evilowski geht in das Café, in welchem sich sein früherer Kollege Goodman öfter aufhält. Er hat Glück, denn Professor Goodman sitzt gerade allein an einem Tisch und ist mit seinem Caffè Latte beschäftigt. «Hallo, alter Kollege, was für eine Überraschung», grüßt Professor Evilowski. «Hätten Sie so kurz vor Weihnachten vielleicht Lust auf ein Spielchen, bei dem Sie mit großer Wahrscheinlichkeit sehr viel Geld gewinnen werden?», fragt Professor Evilowski. «Tut mir leid, aber ich bin immer sehr skeptisch, wenn mir jemand Reichtum oder neuen Haarwuchs verspricht», erwidert Goodman. «Ach, geben Sie mir wenigstens eine Chance, Ihnen das Spiel zu erklären, weil Weihnachten ist», bittet Professor Evilowski. «Na gut, meinetwegen», lenkt Goodman ein, und Professor Evilowski kommt auch gleich zur Sache: «Also, es ist doch so, dass sich im Schnitt unter 99 verschiedenen Zahlen eine befindet, die durch 99 teilbar ist. Richtig?», eröffnet Evilowski seinen Geniestreich. «Dem würde ich zustimmen, sofern es sich um 99 zufällig gewählte Zahlen handelt», gibt Goodman zu. «Guuuuut, seeehr guuut! Und es spielt dabei keine Rolle, wie viele Stellen diese Zahlen haben, korrekt?», fährt Evilowski fort. «Das sehe ich genauso, solange die Zahlen nur groß genug und wirklich zufällig sind», ist Goodman einverstanden. «Dann lassen Sie uns doch spaßeshalber zufällige Zahlen mit genau 19Stellen nehmen, die mit der Ziffer Eins beginnen und ansonsten nur aus den Ziffern Drei und Vier bestehen», geht Professor Evilowski weiter ins Detail. «Und wo wollen Sie solche zufälligen Zahlen herbekommen?», äußert Goodman Bedenken. «Ach, wir würfeln diese Zahlen mit ganz normalen Würfeln aus. Wir fangen immer mit der Ziffer Eins als erster Ziffer an, dann wird 18-mal gewürfelt. Weniger als vier Augen stehen jeweils für eine Drei als nächste Ziffer, mehr als drei Augen stehen für eine Vier als nächste Ziffer. Sie gewinnen, wenn die fertige Zahl durch 99 teilbar ist, ich gewinne, wenn sie es nicht ist.» – «Na, das wäre ja aber ungeheuer unfair, weil ich dann immer 98-mal verliere, bis ich einmal gewinne», protestiert Goodman. «Gewiss, gewiss, es wäre aber sicher nicht mehr ganz so unfair, wenn wir mehrere Runden spielen und ich bei jeder Runde 9900Euro gegen 100Euro von Ihnen setze.» – «Möglicherweise nicht, aber dass ich dabei mit hoher Wahrscheinlichkeit sehr viel Geld gewinnen werde, halte ich dennoch für ein Gerücht.» – «Also schön, ich wollte auch keine läppischen 9900Euro gegen Ihre 100 setzen, sondern ich möchte überaus großzügige 2500000Euro gegen Ihre 100 einsetzen, und das bei jedem einzelnen Spiel, und außerdem entscheiden Sie, wann wir aufhören. Davon abgesehen, ich will ja nicht einmal, dass es ein faires Spiel wird, sondern ich will, dass Sie mit großer Wahrscheinlichkeit sehr viel Geld gewinnen.» Professor Goodman willigt schließlich ein. Er weiß zwar, dass Professor Evilowski mit allen Wassern gewaschen ist, aber er kann sich nicht daran erinnern, dass er jemals von ihm belogen worden wäre, sondern er kennt ihn als einen schlauen Fuchs, der aber zu seinem Wort steht. Und wenn Professor Evilowski sagt, er könne mit großer Wahrscheinlichkeit sehr viel Geld gewinnen, heißt das auch, dass er mit mehr als 50% Wahrscheinlichkeit sehr viel Geld gewinnen kann, dessen ist sich Professor Goodman ganz sicher. Die beiden Professoren spielen einhundertmal, und einhundertmal gewinnt Professor Evilowski, der nun 10000Euro Gewinn einsteckt und ein Geschenk für seinen Sohn kaufen kann. Das Spiel war natürlich alles andere als fair, aber welcher der beiden Professoren war wirklich im Vorteil – und warum?
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      07 Epidemie in Scheinheiligen [image: ]
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    Irgendwie kommt es dem Bürgermeister von Scheinheiligen spanisch vor. Wohin das Auge nur schaut, wimmelt es von Läusen auf den Straßen. Keine gewöhnlichen Läuse, sondern fette, rote Nikoläuse. Viel mehr noch als letztes Jahr. Dabei weiß doch jeder, dass nur derjenige Nikolaus spielen darf, der das auch schon letztes Jahr tat. Also müssen einige falsche Nikoläuse auf den Straßen von Scheinheiligen ihr Unwesen treiben. Einige Beamte des Ordnungsamtes gehen auf Patrouille und zucken ratlos mit den Schultern, aber einige pfiffige Beamte bewegen alle vermeintlichen Nikoläuse dazu, sich auf dem Marktplatz zu versammeln. Ihnen ist klar, dass die legalen Nikoläuse ihre Genehmigungsbescheide natürlich nicht dabeihaben würden und dass viele legale Nikoläuse überhaupt keine solchen Bescheide besitzen. Auch klar ist, dass kein Nikolaus von sich selbst je behaupten würde, er sei ein illegaler Nikolaus, ganz gleich, ob er nun legal oder illegal ist. Deshalb hofften die Beamten, sie könnten Erfolg haben, wenn sie die Nikoläuse nicht zu ihrer eigenen Legalität, sondern zu der ihrer Kollegen befragen würden, und ließen die insgesamt 84Nikoläuse einen großen Kreis bilden. Jeder Nikolaus sollte von seinem Nachbarn zur Rechten sagen, ob dieser legal oder illegal sei. Die Nikoläuse wussten sehr wohl untereinander, wer von ihnen legal und wer illegal Weihnachtsfreude verbreitete. Zu dumm nur, dass zwar die legalen Nikoläuse den Ordnungswächtern immer korrekt antworteten, aber die illegalen Nikoläuse ihren illegalen Kollegen immer die Legalität bescheinigten und den legalen Nikoläusen die Legalität stets absprachen. Nachdem jeder Nikolaus sein Urteil über seinen rechten Nachbarn abgegeben hat, sollen alle diejenigen Nikoläuse den Kreis verlassen, die behauptet hatten, dass ihr Nachbar illegal sei. Die restlichen Nikoläuse sollen aufrücken und den Kreis wieder schließen. Dieses Spiel wird so lange wiederholt, bis kein einziger Nikolaus im Kreis mehr behauptet, dass sein Nachbar illegal sei. Ganz zum Schluss verbleiben noch 12Nikoläuse im Kreis. Die Beamten grübeln, was sie daraus wohl schließen können. Ihnen wird langsam klar, dass die illegalen Nikoläuse stets lügen, während die legalen Nikoläuse immer ehrlich antworten. Plötzlich geht Oberordnungsmeister Hohlnuss ein Licht auf, und er meldet dem Bürgermeister, dass er zwar keine illegalen Nikoläuse identifizieren konnte, dass er aber inzwischen wisse, wie viele illegale Nikoläuse es dieses Jahr mindestens gibt. Wüssten Sie es auch?
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      08 Wundersame Baumvermehrung XXL [image: ]
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    Noch eine Streichholzlegeaufgabe. Diesmal ist allerdings deutlich mehr gefordert als bisher. Aus dem oben abgebildeten Weihnachtsbaum sollen Sie elf machen. Dabei dürfen keine Hölzchen geknickt oder zerbrochen werden. Nur Umlegen ist erlaubt!
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      09 Erst denken, dann schenken [image: ]

    


    Herr Schenk ist viel beschäftigt und hat leider überhaupt keine Zeit, sich selbst um seine Tochter Miriam zu kümmern. Regelmäßig zu Weihnachten möchte er aber alle seine Versäumnisse wiedergutmachen und ein guter Vater sein, indem er Miriam mit Geschenken überhäuft. Acht Pakete soll Miriam dieses Jahr zu Weihnachten bekommen; eines größer als das andere. Die einzelnen Geschenke und Pakete sind dabei von sehr unterschiedlichen Ausmaßen. In jedem Geschenkkarton ist so viel Platz, dass nicht nur das Geschenk hineinpasst, welches für den jeweiligen Geschenkkarton vorgesehen ist, sondern es passen auch noch zusätzlich alle kleineren Geschenkkartons zusammen hinein. Herr Schenk überlegt daher zunächst, ob er Miriam acht einzelne Pakete schicken soll oder ob er nur ein einziges großes Paket schicken soll, in welchem sich auch noch die sieben kleineren Pakete befinden. Dann fällt ihm ein, dass es ja noch viel mehr Möglichkeiten gibt, wie man einzelne Pakete in anderen unterbringen kann. Er kann ja auch Pakete in Pakete und diese wieder in andere Pakete stecken usw. Wie viele unterschiedliche Möglichkeiten hat denn Herr Schenk, die Pakete für seine Tochter zu verpacken?


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      10 Weihnachtliches Gleichgewicht [image: ]
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    Dieser Weihnachtsschmuck befindet sich im Gleichgewicht. Die waagrechten Stäbe haben alle das gleiche Gewicht. Die Schnüre wiegen nichts. Damit sich ein einzelner Stab im Gleichgewicht befindet, muss rechts und links jeweils das gleiche Gewicht hängen. Wo die Gewichte hängen, ob sie näher zur Schnur oder weiter weg davon sind, soll keine Rolle spielen. Gleiche Figuren wiegen auch gleich viel. An einer Stelle sehen Sie ein Fragezeichen statt der Figur, die sich dort befinden muss. Welche Figur muss an die Stelle des Fragezeichens?
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      11 Der völlig unmögliche Weihnachtsbaum [image: ]

    


    [image: ]


    Frau Pobel-Knobel leidet ziemlich darunter, ihrem Mann keine mathematischen Leckerbissen bieten zu können. Selbst ihre Kurven verschmäht er, denn sie sind ihm weder elliptisch noch algebraisch genug. Da kommt ihr die Idee, sich selbst an einem Kunstwerk mit einer ausgefallenen Struktur zu versuchen, die durch die vorgegebenen Regeln vielleicht das Interesse ihres Mannes erwecken könnte. Letztes Jahr wurde sie ja selbst Zeugin, wie ihr Horst es liebt, Kunstwerke auf verborgene mathematische Strukturen zu untersuchen (s. S.18). Vorletzte Woche hatte sie zum Beispiel vergeblich versucht, sein Interesse mit einem durchsichtigen Negligé zu erwecken. Dabei fing das Gespräch so vielversprechend an, als er nach Hause kam und seine Gattin so lasziv bekleidet antraf. Er sprach von interessant, von Körper und von Geschlecht. Er sagte etwa, dass dies ein interessanter Körper vom topologischen Geschlecht fünf sei. Und als sie dann in freudigem Missverständnis einen Klettverschluss öffnete, sagte er: «Schade, jetzt hat der Körper nur noch das Geschlecht vier.» Wie versuchte es ihr Mann, ihr zu erklären? «Gute Mathematik ist gekennzeichnet durch schöne, interessante Strukturen, die sich aus wenigen, ganz einfachen Regeln ergeben.» Genau dies versucht Frau Pobel-Knobel diesmal zu beherzigen. Ein interessantes Gemälde sollte ihr auf jeden Fall gelingen. Zuerst malt sie einen stilisierten Tannenbaum, dargestellt durch grüne Punkte, sodass benachbarte Punkte immer die gleichen Abstände haben. Punkte und Abstände können nicht schlecht sein. Ihr Mann redet mit seinen Kollegen, wenn sie zu Besuch sind, oft über Punkte und Abstände. Ausgiebig mustert sie ihr Werk und kommt dann schließlich zu der Überzeugung, dass diese Struktur ihrem Mann viel zu primitiv erscheinen muss, um ihn vom Hocker zu hauen. Und wie sie so überlegt, wie man den Baum noch interessanter gestalten könnte, wird sie durch die Lichterkette an ihrem echten Tannenbaum inspiriert. Sie stellt sich vor, die gemalten grünen Punkte seien die Lichter, die jetzt noch mit Kabeln untereinander verbunden werden müssen. Sie müsste also ein erstes und ein letztes Licht wählen, und diese beiden müssten durch eine lange Kette von Verbindungen miteinander verbunden werden, wobei die übrigen Lichter als Zwischenstationen fungieren würden. Demzufolge will sie benachbarte Punkte mit Strichen untereinander verbinden. Und zwar nach folgenden Regeln: Sie beginnt bei irgendeinem Punkt und verbindet ihn mit einem unmittelbar benachbarten Punkt. Diesen verbindet sie erneut mit einem benachbarten, freien Punkt. Die Prozedur soll so lange fortgesetzt werden, bis sämtliche Punkte durch eine lange Kette von Strichen miteinander verbunden sind. Aber irgendwie ist sie mit dem Ergebnis immer noch nicht so recht zufrieden. Irgendwie war das viel zu einfach, und es gab zu viele Möglichkeiten, wie die Punkte nach diesen Regeln miteinander verbunden werden konnten. Das Ergebnis erscheint ihr zu beliebig. Die Wahrscheinlichkeit dafür, dass das Resultat ihren Mann beeindrucken könnte, hält sie für extrem gering. So brütet sie darüber, welche weitere einfache Regel sie vielleicht noch hinzunehmen könnte, damit etwas wirklich Besonderes entsteht. Lange betrachtet sie ihr erstes Ergebnis. Da fällt ihr auf, dass die Verbindungen zwischen zwei Punkten unterschiedliche Richtungen haben können. Genau! Wenn sie zudem fordert, dass von einem Punkt zum nächsten sich die Richtung jedes Mal unbedingt ändern muss, dann sollte etwas Interessantes herauskommen. Eine kleine Teilkette, die diesen Bedingungen so weit genügt, ist als Anschauungsbeispiel in den Baum eingezeichnet. Frau Pobel-Knobel beginnt also noch einmal ganz von vorne. Mitten in ihrer Arbeit wird sie von ihrem Mann überrascht, der neugierig zusieht, was seine Frau da tut, und dem sie ihr Vorhaben erklärt. «Na ja, eine nette Idee, wirklich, aber siehst du denn nicht, dass das gar nicht möglich ist? Mit diesen Regeln wirst du niemals alle Punkte verbinden können.» Sehen Sie auch, was Professor Pobel-Knobel aufgefallen war, und können Sie eine einfache Begründung dafür finden, wieso das Vorhaben seiner Gattin zum Scheitern verurteilt ist?
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      12 Lebkuchen light [image: ]
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    Zu Weihnachten läuft in der Bäckerei Leckerpfund das Geschäft auf Hochtouren. Bäckermeister Ohnesorg kommt kaum nach damit, die sehr begehrten, extragroßen Spezial-Lebkuchen zu backen, von denen jeder einzelne ganz genau 100Gramm auf die Waage bringt. Darauf legt Bäckermeister Ohnesorg besonderen Wert. Nicht 95, nicht 98 und auch nicht 101Gramm sollen es sein, sondern genau 100Gramm. Nur sein neuer Geselle Klecker-Beck kriegt es nicht immer gebacken. Jetzt stehen in der Backstube 10Körbe voller Lebkuchen herum. In jedem Korb befinden sich zwischen 100 und 200Lebkuchen. Neun dieser zehn Körbe sind nur mit Lebkuchen gefüllt, die der Meister selbst gebacken hat und die deshalb auch alle jeweils exakt 100Gramm wiegen. Nur ein Korb ist mit Lebkuchen gefüllt, an denen Geselle Klecker-Beck sich versucht hat. Der Geselle hat aber nur insgesamt fünf Lebkuchen mit genau 100Gramm hinbekommen. Seine übrigen Lebkuchen wiegen allesamt immer nur 99Gramm. Natürlich muss die Kiste mit den zu leicht geratenen Lebkuchen sofort aussortiert werden. Doch welches ist eigentlich die Kiste von Geselle Klecker-Beck? Das weiß niemand mehr. Da hilft nur eines: Die Lebkuchen müssen gewogen werden. Wir nehmen an, der Bäckermeister weiß genau, dass der Geselle fünf Lebkuchen mit 100Gramm und den Rest mit jeweils 99Gramm gebacken hat. Wir nehmen auch an, der Bäcker hat eine Waage, die auch noch 100kg bis aufs Gramm genau abwiegen kann, aber einen Anzeigedefekt besitzt und bei jedem Wägevorgang immer ein paar Gramm zu wenig anzeigt. Immer zeigt sie mindestens ein Gramm und höchstens fünf Gramm zu wenig an. Man kann nie vorher wissen, wie viel sie zu wenig anzeigen wird. Wie kann Bäckermeister Ohnesorg trotzdem mit nur einer einzigen Wägung sicher die Kiste mit den zu leichten Lebkuchen identifizieren?
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      13 Nadelsegen [image: ]
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    Dieses Jahr will Frau Tannengrün endlich mal wieder ein Weihnachtsfest mit der ganzen Familie feiern. Die leckersten Speisen, die meisten Geschenke, die populärsten Weihnachtslieder und – das Wichtigste – der grünste Tannenbaum sollen diese Feiertage zu einem unvergesslichen Erlebnis werden lassen. Allerdings sind es weder Plätzchenduft noch Glockenklang, weder Weihnachtschor noch Lichterpracht, weder Gaumenschmaus noch Gabentisch, die dafür verantwortlich sein werden. Allein die riesige Weihnachtstanne wird dafür sorgen, dass dieses Fest Frau Tannengrün für immer in Erinnerung bleiben wird. Ihre Weihnachtstanne nämlich hat die Angewohnheit, ihre Nadeln zu verlieren. Am ersten Tag verliert die Tanne nur eine einzige Nadel, aber die folgenden Tage wird es zusehends schlimmer und schlimmer. An jedem Tag verliert die Tanne doppelt so viele Nadeln (manchmal auch eine mehr oder eine weniger), als sie an allen vorherigen Tagen zusammen verloren hat. Das geht so lange, bis alle 100000Nadeln der Tanne abgefallen sind. Frau Tannengrün kommt mit dem Staubsaugen kaum nach. Schließlich will sie eine ordentliche Feststube haben. Deshalb saugt sie am Ende jeden Tages die abgeworfenen Nadeln weg. Wie viele Nadeln muss sie nach dem achten Tag wegsaugen?
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      14 Einmal hin, einmal her, rundherum, das ist nicht schwer [image: ]

    


    Nein, hier geht es nicht um einen Tanz in den Mai, sondern dieser Baum soll natürlich einen Weihnachtsbaum darstellen, der darauf wartet, dass Sie hinter seine Gesetzmäßigkeit kommen.


    Welche Zahl setzt diesen langen, hohen Zahlen-Weihnachtsbaum nach unten fort?


    


    1


    2


    4


    8


    16


    122


    433


    677


    1543


    8585


    11 716


    78 332
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      15 Professor Evilowski in Seenot [image: ]
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    Professor Evilowski hatte schon immer ein pathologisches Verhältnis zum Weihnachtsfest. Deshalb geht er zur Weihnachtszeit gern in den Süden segeln. Dieses Mal soll es zur Insel Almondia gehen. Professor Evilowski heuert einen Assistenten an und chartert eine Motoryacht. Die Küste erstreckt sich über viele hundert Meilen völlig geradlinig. Seinen Assistenten suchte er über eine Zeitungsannonce, in der er ausdrücklich auch auf Zuverlässigkeit, langjährige Erfahrung als Seemann und sehr gute Navigationskenntnisse Wert legte. Und da sich nur ein einziger Bewerber fand, nämlich Seemann Garn, wurde dieser notgedrungen angeheuert. An einem sehr nebligen Tag bei ruhiger See und absoluter Windstille stach man in See. Professor Evilowski legte sich ein wenig schlafen und übertrug seinem Assistenten das Steuer, welcher kurz danach ebenfalls einnickte, während die Yacht mit voller Motorleistung, jedoch steuerlos das Meer durchkreuzte und die beiden Schurken von Glück reden konnten, dass sie nicht an irgendeiner Küste zerschellten. Als Professor Evilowski aufwachte und seinen dösenden Steuermann sah, war er natürlich ziemlich übellaunig und weckte seinen faulen Mitarbeiter auf. «Kannst du mir erklären, wofür ich dich eigentlich bezahle?», fragte Evilowski ungehalten. «Was? Wie? Was ist denn los?», stammelte Seemann Garn. «Die letzten zweieinhalb Stunden hattest du das Steuer. Dann sag mir doch bitte, wo wir uns jetzt befinden!» – «Moment, Boss, ich schau mal eben nach.» Mit diesen Worten ging Herr Garn zur digitalen Tankfüllstandanzeige. «Also, wenn ich mir die Tankfüllung ansehe, dann sind wir insgesamt ziemlich genau 100Meilen gefahren. Wir befinden uns also maximal 100Meilen von der Küste entfernt. Ich weiß aber nicht, in welcher Richtung das Festland von uns aus gesehen liegt.» – «Meinst du, ich wüsste es? Lass dir was einfallen!», wurde er von Evilowski angeherrscht. «Also, wenn ich ganz scharf nachdenke, dann hätte ich eine Idee, wie wir garantiert ans Festland zurückkommen, ohne zu wissen, wo wir jetzt sind, und ohne einen Kompass zu benutzen, denn so, wie ich sehe, ist unser Kompass auch ziemlich hinüber», grinste Seemann Garn. «Wir müssen dafür lediglich etwa 730Meilen zurücklegen und sind dann garantiert wieder am Festland. Ich brauche dafür nur mein Trägheitsnavigationssystem in Betrieb zu nehmen, welches ich in meiner Tasche habe. Es kann uns zwar nicht sagen, wo wir jetzt sind oder wo welche Himmelsrichtung liegt, dafür hätte ich es bereits zu Beginn unserer Reise einschalten müssen, aber wir können damit trotzdem relativ zu unserer jetzigen Position navigieren. Dies, ein Blatt Papier, ein Lineal, ein Zirkel und ein Stift würden völlig reichen, meinen Plan umzusetzen. Damit könnten wir dann gerade Strecken und auch Kreisbögen fahren», freute sich Seemann Garn. «Ein Blatt Papier, Lineal, Zirkel und Stift, das hab ich alles in meiner Kajüte, allerdings reicht unser Sprit nicht mehr für eine solche große Vergnügungskreuzfahrt. Wir haben nur noch für 660Meilen Sprit im Tank. Also überleg dir gefälligst einen besseren Plan.» – «Tut mir furchtbar leid, Boss, aber einen Plan mit 660Meilen Maximallänge bekomm ich nicht hin.» – «Bei allen guten Geistern!», fluchte Evilowski. «Dann muss ich selbst eine Lösung finden.» Natürlich gelang es dem Genie Professor Evilowski, einen funktionierenden Plan auszuarbeiten und mit dem vorhandenen Sprit sicher das Festland zu erreichen, obwohl die absoluten Himmelsrichtungen gänzlich unbekannt waren. Wie navigierte Professor Evilowski sicher ans Festland?
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      16 Kreative Geschenkideen [image: ]
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    Obgleich die Zukunft den Ramschläden gehört, die mit ihren völlig niveaulosen Sortimenten den Untergang des Abendlands unüberhörbar einläuten, versucht das Kaufhaus in Leitersheim, sich gegen den Trend zu behaupten und seinen Kunden attraktive Waren zu bieten, die man nicht an jeder Straßenecke finden kann. Dieses Jahr zur Weihnachtszeit kooperiert das Leitersheimer Kaufhaus mit dem ortsansässigen Kunsthandwerker Doppel-Moppel, der sich für Pflanzenfreunde etwas ganz Besonderes ausgedacht hat. Er bearbeitet einen ein Meter hohen, hohlen Metallkegel aus ganz dünnem Blech. Er stellt ihn auf die Arbeitsfläche und sägt das untere Drittel von der Spitze ab. Das wendet er nun so, dass die breitere Öffnung nach oben schaut, und die Spitze stellt er in diese Öffnung hinein. Am unteren Rand, dort wo sie denselben Durchmesser haben, lötet er die beiden Teile zusammen. Auf die Spitze lötet er einen senkrecht nach oben weisenden Metallstab, und an dessen Spitze lötet er die Mitte einer kreisrunden Metallscheibe, sodass der Metallstab senkrecht auf der Metallscheibe steht. Dieses Gebilde kann man nun wahlweise als aparte Blumenvase verwenden, indem man es mit seiner Metallscheibe auf den Boden stellt. Als Vase erinnert es entfernt an ein Cocktailglas. Man kann es aber auch für die Küchenkräuterzucht verwenden, wenn man es andersherum auf den Tisch stellt. Die Metallscheibe, die sich oben befindet, kann dann einem kleinen Kräutertöpfchen Standfläche bieten, und im unteren Teil befindet sich ein Ring, den man mit Erde füllen und diverse Kräuter darin ringsherum anpflanzen kann. Für Leute mit Phantasie eröffnen sich natürlich zahlreiche weitere Verwendungsmöglichkeiten für dieses Wendegebilde. Man kann es auch als Wendeaschenbecher oder als Wendeheimtiertränke verwenden. Irmgard Pobel-Knobel kann diesem Angebot einfach nicht widerstehen und besorgt sich gleich drei Stück dieser interessanten Handarbeiten. Dass Horst mit diesem Kauf nicht glücklich ist, versteht sich von selbst. Dabei stört er sich an einem mathematischen Schönheitsfehler dieser Objekte. Das Volumen des Ringes ist nämlich größer als das Volumen des Kelches. Viel schöner wäre es, wenn beide Volumina genau gleich groß wären. Auf welcher Höhe hätte Kunsthandwerker Doppel-Moppel den Blechkegel auseinandersägen müssen, damit diese Bedingung erfüllt wäre?
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      17 Die Wägekunst der Beerenhexe [image: ]
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    Frau Pobel-Knobel geht am Tag vor Heiligabend noch einmal schnell auf den Markt, Blaubeeren kaufen, denn was wäre schließlich Weihnachten ohne ihre legendären Blaubeertörtchen? Frau Pobel-Knobel hat Glück, denn wie immer in der Vorweihnachtszeit bietet die Beerenhexe ihre leckeren Früchte auf dem Markt feil. Sie hat die herrlichsten Blaubeeren, die man sich vorstellen kann. Nur wundert sich Frau Pobel-Knobel über die merkwürdigen Gewichte, die sie benutzt. Insgesamt stehen da acht unterschiedliche Gewichte neben der Balkenwaage, und jedes Gewicht ist das Quadrat einer natürlichen Zahl in Gramm gemessen. Das fällt sogar Frau Pobel-Knobel auf. Sie sieht die Gewichte mit 1Gramm, 4Gramm, 9Gramm, 25Gramm, 36Gramm sowie drei weitere, noch schwerere Gewichte. «Und damit wollen Sie die Blaubeeren abwiegen? Was machen Sie denn, wenn ich zum Beispiel ganz genau 773Gramm möchte?», argwöhnt Frau Pobel-Knobel. «Gar kein Problem. Ich kann Ihnen jede gewünschte Menge zwischen 1Gramm und 854Gramm grammgenau mit einer einzigen Wägung abwiegen», verblüfft die Beerenhexe. Frau Pobel-Knobel ist das nicht so ganz geheuer. Sie kann das einfach nicht glauben und macht die Probe aufs Exempel. «Also dann hätte ich gerne 773Gramm Blaubeeren.» Die Beerenhexe kichert schelmisch und wiegt genau 773Gramm ab. Das ist ja die reinste Zahlenzauberei, denkt Frau Pobel-Knobel und sieht damit die magische Qualifikation der Beerenhexe aufs beste bestätigt. «Ach, entschuldigen Sie bitte vielmals, aber dürfte ich vielleicht noch ein Foto von Ihnen und Ihrem Stand machen?» – «Meinetwegen», murrt die Beerenhexe. Frau Pobel-Knobel zückt ihr Mobiltelefon und schießt einige Fotos, bedankt sich nochmals recht herzlich und hat damit ihre endgültig letzte Erledigung vor Weihnachten geschafft. Wieder zu Hause angekommen, ist sie richtig glücklich darüber, einen so guten Einkauf getätigt zu haben, und versucht, ihrem Horst zu erzählen, wie erfolgreich und interessant der Marktbesuch war. Wer Professor Pobel-Knobel kennt, weiß jedoch, dass er überhaupt erst anfängt zuzuhören, als seine Irmgard das für sie so atypische Wort Quadratzahlen über ihre Lippen bringt. Nun besteht er darauf, diesmal ganz atypisch für ihn, dass seine Irmgard ihm dieselbe Geschichte noch einmal erzählt, und das tut sie natürlich gerne und voller Begeisterung. Aber der Professor mosert: «Das waren billige Anfängertricks. Soll ich dir einmal richtige Zahlenmagie zeigen? Du sagtest, du hast Gewichte von 1, 4, 9, 25 und 36Gramm sowie noch drei größere Quadratzahlen gesehen, du hast 773Gramm Beeren verlangt und bekommen, und sie sagte, sie könne jedes Gewicht von 1 bis 854Gramm genau abwiegen. Jetzt werde ich dir etwas verraten, das ist zehnmal so magisch. Du hast mir nicht verraten, wie viele ihrer Gewichte die Beerenhexe für die Wägung benutzt hat, ich kann es dir trotzdem sagen.» Und zu Irmgards abermaliger grenzenloser Überraschung konnte Horst ihr die genaue Zahl der Gewichte nennen, die für die Wägung verwendet wurden. Von diesem Augenblick an betrachtete sie die Arbeit ihres Mannes mit sehr viel mehr Respekt als bisher. Haben Sie auch das Zeug dazu, sich Irmgards Respekt zu verdienen und zu ermitteln, wie viele der acht Gewichte die Beerenhexe zur Wägung der Beeren benutzte?
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      18 Wahrheit oder Lüge [image: ]
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    Das Rathaus von Mogelrode hat zwei Tore. Hinter einem der Tore befindet sich ein Drache. Der Drache heißt Olga und ist die gereizte Sekretärin des Bürgermeisters. Das andere Tor ist der Eingang zum Adventssingen. Vor den beiden Toren steht ein undurchschaubarer Geselle herum. Er ist der Einzige, der weiß, hinter welchem Tor die Bestie lauert und hinter welchem die musikalische Veranstaltung stattfindet. Aber wie alle Mogelroder ist er entweder ein Lügner, oder er spricht immer die Wahrheit. Ob dieser Geselle immer die Wahrheit sagt oder ob es sich um einen notorischen Lügner handelt, weiß man natürlich nicht. Trotzdem genügt es, ihm eine einzige Frage zu stellen, die man mit Ja oder Nein beantworten kann, um nach der Antwort sicher zu wissen, hinter welchem Tor das Adventssingen stattfindet. Welche Frage würden Sie dem Gesellen stellen? Dabei dürfen in der Frage keine Personen oder Dinge vorkommen, die nicht tatsächlich existieren. Und die Frage darf nicht konditional gestellt werden. Also Fragen der Art: «Angenommen, du hättest noch einen Kollegen, der immer das Gegenteil von dir behauptet…», sind nicht gestattet.
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      19 Die Quadratur des Baumes [image: ]
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    Man mag zu Quadraten stehen, wie man will, aber ohne sie würde in der Mathematik nicht viel gehen. Anders verhält es sich mit Weihnachtsbäumen. Auf diese kann die Mathematik, wenn es unbedingt sein muss, notfalls verzichten. Aus den Hölzchen dieses Baumes sollen deshalb möglichst viele Quadrate gelegt werden, die alle dieselbe Größe haben müssen. Es darf also keine zwei unterschiedlich großen Quadrate geben. Und Sie müssen insgesamt mindestens 20Quadrate legen. Das ist kein Druckfehler! Sie dürfen so viele Hölzchen bewegen, wie Sie möchten, aber keines der Hölzchen darf beschädigt werden.
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      20 Meine Güte, sind die groß geworden [image: ]
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    Frau Rosenrot begegnet Frau Kugelrund auf dem Weihnachtsmarkt und bedankt sich nochmal überschwänglich für das halbe Weihnachtsbäumchen. Frau Kugelrund winkt ab und wechselt das Thema. «Wissen Sie, damals vor 52Jahren hatten wir überhaupt keine Tannenbäume. Der Winter war damals noch ein richtiger Winter, und wir hatten nichts zum Heizen, da konnten wir uns den Luxus nicht leisten, Holz zur Dekoration ins Zimmer zu stellen.» – «Vor 52Jahren war ich noch nicht einmal auf der Welt», erwidert Frau Rosenrot. «Ja, Sie sind eben doch ein ganzes Stück jünger als ich. Wie geht’s eigentlich Ihren Kindern?», erkundigt sich Frau Kugelrund. «Stellen Sie sich vor, wenn ich ihre Alter miteinander multipliziere, dann erhalte ich die Zahl 1260, und alle sind schon im Schulalter oder älter.» – «Aber sagten Sie mir nicht einmal, dass das Produkt ihrer Alter 715 sei und alle schon im Kindergarten oder in der Schule seien?», erkundigt sich Frau Kugelrund. «Ach ja, gewiss, das war aber früher, inzwischen sind sie ja noch älter und größer geworden. Ich muss auch schon gleich weiter, ein Geburtstagsgeschenk kaufen, weil meine Tochter Monika morgen Geburtstag hat. Es wäre ihr gegenüber unfair, wenn sie kein Geburtstagsgeschenk bekäme, nur weil ihr Geburtstag als einziger so nah bei Weihnachten liegt.» – «Ach tatsächlich? Ja, wie alt wird denn die Monika?», erkundigt sich Frau Kugelrund. «Also, da müssten Sie jetzt aber eigentlich schon von selbst draufkommen», meint Frau Rosenrot. Wüssten Sie denn, wie alt Monika wird?


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      21 Kreise lügen nicht [image: ]
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    Pfarrer Ringel studiert mit einigen Kindern aus seiner Gemeinde eine Fest-Aufführung der Weihnachtsgeschichte ein. Für die Probe hat er einige Hilfslinien auf den Bühnenboden gezeichnet. Zuerst einen großen Kreis. Dann zeichnet er drei gleich lange Sehnen in den Kreis, deren Schnittpunkte ein Dreieck bilden. Jede Sehne ist zwölf Meter lang und wird durch die beiden anderen Sehnen in jeweils drei Abschnitte geteilt. Die mittleren Abschnitte bilden dann das Dreieck. Die Ecken des Dreiecks sind die Punkte, wo sich die Heiligen Drei Könige zu Beginn aufstellen sollen. Caspar hat dabei von Melchior einen Abstand von vier Metern. Melchior und Balthasar stehen sieben Meter voneinander entfernt. Balthasar und Caspar stehen fünf Meter auseinander. Im Mittelpunkt des Kreises steht die Krippe mit dem Christuskind.
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    Steht diese Krippe nun aber innerhalb des Dreiecks, außerhalb des Dreiecks oder genau auf einer der Seiten des Dreiecks?


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      22 Für eine Handvoll Pfefferkuchen [image: ]

    


    Frau Honigsüß hat damit begonnen, ihre leckeren Pfefferkuchen zu backen. Lothar, ihr Ältester, will nicht beim Backen helfen, aber naschen würde er schon gerne. Das kommt allerdings überhaupt nicht in Frage, findet Frau Honigsüß. Lothar findet das schade und überlegt, wie er seine Mutter dazu überreden könnte, ihn schon jetzt einige Pfefferkuchen versuchen zu lassen, und kommt auf eine Idee. Er schlägt seiner Mutter ein Spiel vor. Wenn er verliert, bekommt er keine Pfefferkuchen, wenn er gewinnt, bekommt er einige Pfefferkuchen. Das Spiel geht folgendermaßen: Jeder bekommt sieben von den 7cm mal 10cm mal 1cm großen, quaderförmigen Pfefferkuchen und muss sie so hinlegen, dass keine zwei davon einen großen Abstand voneinander haben. Derjenige, bei dem der größte Abstand zwischen zwei Pfefferkuchen am kleinsten ist, gewinnt. Ist dieser Abstand bei beiden gleich groß, gewinnt die Mutter. Wie müssen die sieben Pfefferkuchen hingelegt werden, damit der größte Abstand zwischen je zwei von ihnen minimal wird?


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      23 Lichterkette [image: ]
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    Und eine, die sogar wirklich brennt. Aber zuerst sollen Sie aus diesen Streichhölzern eine Zahl legen. Die Zahl, die Sie legen sollen, ist ziemlich groß und besitzt genau 10201 verschiedene Teiler, wenn man die Zahl selbst und 1 als Teiler mitzählt. Sie dürfen maximal sieben Streichhölzer umlegen und dabei kein Streichholz beschädigen.


    (Ein kleiner Hinweis: 10201 = 101 × 101)


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      24 Professor Evilowski und das teure Weihnachtsfest [image: ]
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    Ein vorweihnachtlicher Traum unseres Professors: Er hat in Absurdistan die Macht ergriffen, und seine erste Amtshandlung – gleich nach der Einführung des Evilar als neuer Währung – besteht darin, den Menschen das, was ihnen lieb und teuer ist, noch teurer zu machen, indem die Mehrwertsteuer für Weihnachtsprodukte von ihm Anfang November um 10Prozentpunkte angehoben wird. Eine elektrische Weihnachtsbeleuchtung kostet damit den Endverbraucher satte 8Evilar mehr als zuvor. Doch Professor Evilowski findet, dass er mit dieser milden Erhöhung zu gutherzig war, und Anfang Dezember verdoppelt er kurzerhand die bereits erhöhte Mehrwertsteuer für Weihnachtsprodukte, sodass Weihnachtsbeleuchtungen nun 140Evilar kosten. Wie viel musste man in Absurdistan für eine Weihnachtsbeleuchtung Ende Oktober bezahlen, bevor Professor Evilowski erstmalig die Mehrwertsteuer erhöhte?


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      25 Für ein paar Pfefferkuchen mehr [image: ]
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    Nachdem Lothar einige Pfefferkuchen genascht hat und überhaupt keine Lust mehr aufs Mittagessen verspürt, sind Frau Honigsüß noch insgesamt 210 ihrer zehn Zentimeter langen, sieben Zentimeter breiten und einen Zentimeter dicken Pfefferkuchen verblieben. Lothar hat gerade erst vor einer halben Stunde den letzten Pfefferkuchen in den Mund gestopft, und jetzt will er ihr schon wieder eine Wette vorschlagen. Lothar behauptet, er könne die restlichen 210Pfefferkuchen so hinlegen, dass zwei von ihnen immer weniger als 21cm voneinander entfernt sind. Er möchte, wenn ihm das gelingt, alle Pfefferkuchen bekommen, und zwar sofort, wenn es ihm aber nicht gelingt, dann will er ein halbes Jahr lang staubsaugen, den Müll rausbringen und die Geschirrspülmaschine ausräumen. Frau Honigsüß steht vor einer schweren Entscheidung, denn sie braucht doch Pfefferkuchen zum Verschenken an Kollegen und Freunde. Andererseits ist Lothars Wetteinsatz schon verlockend. Sie schaut sich die zwei Schüsseln voller Pfefferkuchen an und kann sich beim besten Willen nicht vorstellen, wie das funktionieren soll, was Lothar behauptet. «Würde er doch bloß seine Hausaufgaben genauso konsequent erledigen», denkt Frau Honigsüß, die wegen der Wette immer noch ziemlich ratlos aussieht. Jetzt sind Sie gefragt. Kann Lothar die Wette gewinnen, oder hat er sich diesmal etwas zu weit aus dem Fenster gelehnt?


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      26 Carl Friedrichs Fleißaufgabe [image: ]

    


    Der kleine Carl Friedrich geht seiner Mutter am Tag vor Weihnachten ganz schön auf den Geist. Walnuss und Haselnuss mag er nicht und verlangt stattdessen nach Sinus und Cosinus, denn Klein Carl Friedrich hasst den Weihnachtsrummel und liebt dafür seine Mathehausaufgaben und die Mathehausaufgaben der Schüler, die fünf Klassen über ihm sind. Doch leider versteht seine Mutter gar nicht viel vom Rechnen und kann ihm deshalb in dieser Hinsicht nichts bieten. Nur am Vorweihnachtstag, da gibt es so viel zu tun, dass sie ihn irgendwie beschäftigen muss, damit er ihr nicht ständig Löcher in den Bauch fragt. Kurzerhand fragt sie ihn, ob er in der Lage sei, alle Zahlen von 1 bis 1000000 zu addieren, die mit demselben Buchstaben beginnen, mit dem sie auch aufhören. «Soll 100 als hundert oder ganz korrekt als einhundert geschrieben werden?», fragt Carl Friedrich. «Oh! Ja! 100, 1000 usw. sollen jeweils als einhundert, eintausend usw. geschrieben werden.» – «Okay, wartest du ein Moment?» Das war eigentlich nicht die Antwort, die seine Mutti hören wollte. Sie hoffte, er würde sagen: «Wartest du bis nächstes Jahr?» Oder etwas in der Richtung. Doch wie lange bräuchten Sie für diese Addition?


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      27 Eine Frage der Gerechtigkeit [image: ]
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    Frau Rosenrot hat drei Kinder und ist alleinerziehend. Jedes Jahr an Heiligabend gibt es bei Rosenrots traditionell Bratwürste und Hähnchenschenkel zu essen. Jeder bekommt von beidem jeweils gleich viele Stücke, und jeder bekommt das Gleiche. Die Bratwürste stehen allerdings mehr aus traditionellen Gründen auf dem Tisch, denn jeder mag doch eigentlich lieber die Hähnchenschenkel. Als Frau Rosenrot dieses Jahr ihren Weihnachtseinkauf beim Metzger tätigte, wurde sie von der Bedienung gefragt, ob sie das Gleiche wie jedes Jahr wolle. Frau Rosenrot dachte: «Was soll’s? Wenn doch alle lieber die Hähnchenschenkel mögen, dann kann ich auch mehr von den Hähnchenschenkeln und dafür weniger Würste kaufen.» Deshalb verlangte sie beim Metzger die gleiche Gesamtstückzahl wie jedes Jahr, aber dieses Mal bitte 4Hähnchenschenkel mehr als Bratwürste. Die Gesamtzahl der Stücke lässt sich dann wie immer unter vier Personen aufteilen, und es sollte dann doch eigentlich jeder einen Hähnchenschenkel mehr als Bratwürste bekommen. Doch Vorsicht – fleischliche Gelüste beeinträchtigen zuweilen das Denkvermögen, und es stellt sich die Frage, ob sich dieser Einkauf an Heiligabend tatsächlich gerecht unter der vierköpfigen Familie aufteilen lassen wird.


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      28 Professor Evilowski liebt Weihnachten [image: ]
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    Genau genommen liebt er nicht den Rummel, sondern das Geld in den vollen Kassen. Aber natürlich interessiert er sich weder für kleine Fische, noch macht er sich selbst die Hände schmutzig, sondern er schickt standesgemäß eine Gruppe Schergen auf Raubzug, und zwar will er den notleidenden Banken herzlos die letzten Milliönchen abnehmen und ihren Managern die Boni stehlen, die sie im Schweiße ihres Angesichts mit harter Arbeit ehrlich verdient haben. Neun Profis schickt er bestens gebrieft auf Mission. Nach einer Woche treffen sich alle wieder, und jeder hat seine Beute dabei, damit die Anteile verteilt werden können. In ihren neun Säcken befinden sich insgesamt stolze 1314831659Euros. In jedem Sack eine ganze Anzahl an Euros. Es gibt Leute, die diese Summe geringschätzig als Peanuts bezeichnen würden, aber die spielen in einer anderen Liga, und Professor Evilowski ist verglichen mit denen bestenfalls ein kleiner Straßenganove. Ede und Joe haben jedenfalls zusammen den wunderschönen Betrag von 24122010Euro, Tom und Kalle bringen stolze 385951888Euro zusammen. Wenn man die einzelnen Eurobeträge der Ganoven in obiges Rechenschema einsetzt, geht die Rechnung kurioserweise genau auf. Demnach hat welcher Ganove wie viele Euros erbeutet?


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      29 Im Aquarium geht’s rund [image: ]

    


    Irmgard Pobel-Knobel denkt immer noch fieberhaft darüber nach, wie sie ihrem anspruchsvollen Horst doch ein passendes Geschenk zu Weihnachten basteln könnte. Ihr Horst ist so schrecklich versessen auf Kugeln, und ihre Großmutter hat ihr doch so eine schöne Kiste mit jeweils gleich großen alten Kugeln aus verschiedenen Materialien hinterlassen. Alle Kugeln aus dem gleichen Material haben dabei jeweils die gleiche Bemalung. Am besten gefallen ihr die mit dem horizontalen Streifenmuster, die 10Gramm schweren. Aus all ihren Kugeln könnte sie für Horst doch ein Mobile basteln, bei dem die Kugeln sich im Gleichgewicht befinden, oder, noch besser, sie könnte ihm für sein Aquarium ein Unterwasser-Mobile kreieren. Das hat nun wirklich nicht jeder. Und so sieht schließlich ihr Ergebnis aus:
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    Sie platziert das Mobile testweise im Aquarium, und es ist unter Wasser tatsächlich perfekt ausbalanciert. Das Mobile passt ziemlich knapp in das maximal 150Liter fassende Aquarium mit maximal 50cm Füllhöhe, aber es passt. Das ist die Hauptsache. Hoffentlich wird ihr Horst ob dieser Überraschung genauso aus dem Häuschen sein, wie seine Fische. Glücklicherweise war das Aquarium nicht bis zum Rand gefüllt, sodass durch die Installation des Mobiles kein Wasser überschwappte. Die Stäbe und Schnüre fallen übrigens nicht ins Gewicht, auch nicht die Positionen der Kugeln am Stab. Doch als hätte er einen sechsten Sinn dafür, wann seine Frau Weihnachtsgeschenke bastelt, betritt Professor Pobel-Knobel den Salon und bestaunt das seltsame Objekt im Aquarium. Das hätte er seiner Frau gar nicht zugetraut. Irmgard ist so froh darüber, dass ihrem Horst endlich einmal etwas gefällt, was sie gemacht hat, dass sie aus den restlichen Kugeln am Abend gleich noch ein zweites Mobile bastelt, und das sieht dann so aus:
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    Das zweite Mobile ist jedoch leider nicht unterwassertauglich und befindet sich nur an der Luft im Gleichgewicht. Auch nicht schlimm, das zweite Mobile macht sich sicher auch über Horsts Schreibtisch ganz gut, denkt Irmgard, und die Fische denken das sowieso. Doch die verlieren ihre Scheu vor dem sonderbaren Objekt in ihrem Lebensraum recht schnell und freuen sich sogar darüber, dass sich durch das Unterwassermobile der Wasserspiegel ein wenig gehoben hat. Die interessante Frage in diesem Zusammenhang lautet aber, um wie viel hat sich der Wasserspiegel denn konkret erhöht?


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      30 Dreisatz und dreißig Aufsätze [image: ]

    


    Herr Schenk macht sich ernsthaft Sorgen darüber, geeigneten Nachwuchs für sein Unternehmen zu finden. Die jungen Leute gehen heute von der Schule ab und können weder rechnen noch schreiben. Aber Ausnahmen bestätigen die Regel. Und genau auf diese erstklassigen Schulabgänger, ausgebildet von guten Lehrern, hat Herr Schenk es abgesehen. Zeugnisnoten sind für ihn dabei nur von sekundärer Aussagekraft. Lieber möchte er mit eigenen Augen sehen, wie sich ein Bewerber an einem kniffligen, praktischen Problem bewährt. Doch woher bekommt er so ein ausreichend kniffliges Problem? Seine Tochter Miriam ist doch eine Musterschülerin. Sie kennt bestimmt gute Aufgaben, an denen sich die Bewerber um einen Ausbildungsplatz versuchen können. Für die Ausbildungsplatzbewerber bei ihrem Vater hat Miriam tatsächlich eine Aufgabe parat, eine Dreisatzaufgabe. Das wiederum freut Herrn Schenk, denn das ist genau die bodenständige und praktische Aufgabenart, mit der man sich in der Praxis immer wieder konfrontiert sieht. Und Miriam hat auch gleich noch dafür gesorgt, dass man diesen Dreisatz nicht nach Schema F rechnen kann, sondern sich intensiver mit der Aufgabe auseinandersetzen muss. Hier nun die Aufgabe:


    Wenn 7Deutschlehrer zusammen 3,5Stunden benötigen, um die 30-seitigen Aufsätze einer Klasse zu korrigieren, und wenn 5Deutschlehrer ebenfalls 3,5Stunden benötigen, um die 18-seitigen Aufsätze derselben Klasse zu korrigieren, wie viele Schüler hat die Klasse dann?


    Herr Schenk kann diese Aufgabe natürlich nicht selbst lösen und lässt sich die Lösung von seiner Tochter geben, aber Sie können bestimmt auch ohne weitere Tipps die Lösung ausrechnen, oder etwa nicht?


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      31 Das neue Haus vom Nikolaus [image: ]
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    Wer kennt es nicht? Das gute alte Haus vom Nikolaus? Doch all die vielen Geschenke, die jedes Jahr mehr und mehr werden, passen einfach nicht mehr in das kleine Haus vom Nikolaus. Deshalb hat der Nikolaus jetzt ein neues, viel größeres Haus gebaut. Kann man aber dieses größere Haus vom Nikolaus jetzt immer noch komplett in einem Zug zeichnen, ohne den Stift dabei abzusetzen und ohne eine Linie doppelt zu malen?


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      32 Absurdistan im Größenwahn [image: ]
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    Professor Evilowski schwimmt förmlich im Geld, nachdem er die Mehrwertsteuer für Weihnachtsprodukte in Absurdistan saftig erhöht hat. Nun schwebt ihm vor, dieses Geld sofort wieder auszugeben, und zwar für etwas, wovon alle Absurdinesen etwas haben sollen – ein gigantisches öffentliches Denkmal zu seinen Ehren. Welche Form dieses Denkmal haben soll, liegt auf der Hand. Die Pyramide war schon immer das zeitlose, ultimative Symbol der Macht. Das Dreieck ist das Zeichen des reinen und unverfälschten Bösen. Eine dreiseitige Pyramide soll es also sein, und an ihrer Spitze sollen die Kanten unter drei rechten Winkeln aufeinandertreffen. Doch ist ihm dies alleine nicht extravagant genug. Wenn sein Denkmal erst einmal steht, soll man es auf der ganzen Welt als das achte Weltwunder zelebrieren. Das unerreicht Einmalige an seiner Pyramide sind die extrem unterschiedlichen Seitenflächen. So soll tatsächlich eine der Seitenflächen nur einen Quadratmillimeter Fläche besitzen, die zweite Seitenfläche soll hingegen das Ausmaß von 10Quadratmetern besitzen, während die dritte Seitenfläche imposante 100000Quadratmeter beanspruchen soll, was der Fläche von etwa 13Fußballfeldern entspricht. Damit sie vollkommen eben steht, soll ein passender Landstrich mit einer vollkommen ebenen Betonschicht als Baugrund vorbereitet werden. Spätestens in 3Jahren soll die Pyramide stehen und dann am 22.Dezember, ganz kurz vor Weihnachten, offiziell eingeweiht werden. Wie weit müsste man eigentlich zu Fuß gehen, wenn man die Grundfläche der Pyramide einmal umrunden wollte?


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      33 Professor Pobel-Knobels andere Lichterkette [image: ]
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    Dieses Jahr wünscht sich Professor Pobel-Knobel eine schlichtere Weihnachtsbeleuchtung. Dazu gehören auch mehrere neue Lichterketten. Doch auch bei folgender Kette hat seine Gattin sich daran versucht, mathematischer Ästhetik eigene Konzepte entgegenzustellen, was ihr, den Worten ihres Mannes nach zu urteilen, wohl gründlich misslang. Welche zwei benachbarten Sterne hat sie wohl an dieser Lichterkette miteinander vertauscht?


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      34 Professor Goodmans zündende Idee [image: ]
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    Auf seine alten Tage möchte Professor Goodman noch einmal einen richtig großen Coup landen und die Welt mit einer der unglaublichsten Erfindungen beglücken, die man sich vorstellen kann. Professor Goodman liebt Weihnachtsdüfte, und Räucherhütchen insbesondere. Was ihn an den herkömmlichen Hütchen jedoch stört, ist, dass man nicht beeinflussen kann, wie schnell und intensiv sie abbrennen. Doch nach einer intensiven Selbstberäucherung verlässt sein Bewusstsein die ausgetrampelten Pfade etablierter Denkmuster und gerät in eine Phase ungezügelter Phantasie. Die geballte Kraft seiner jetzt entfesselten Kreativität bringt ihn auf eine Idee: Wenn die Hütchen nicht massiv wären, sondern der Brennstoff wie ein Drahtgitter das Gerüst eines Tetraeders bilden würde, dann könnte man diesen Tetraeder an irgendeiner Stelle anzünden, und es würde viel länger dauern, bis sich die Glut durch all die Kanten hindurchgearbeitet hätte, dafür wäre die Rauchintensität entsprechend schwächer. Wenn jemand eine höhere Rauchintensität bevorzugt, dann kann er den Tetraeder ja an zwei oder noch mehr Stellen gleichzeitig anzünden, dafür würde der Tetraeder dann eben rascher abbrennen. Je mehr Punkte man gleichzeitig anzündet, desto schneller kann man den Tetraeder zum Abbrennen bringen. Das ist Professor Goodmans Grundgedanke. Doch ist diese Überlegung ganz allgemein richtig – oder vielleicht etwa doch nicht? Warum?


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      35 Weihnachtsbaum goes 3D [image: ]
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    Wie schön wäre es, wenn es ein Recyclingverfahren gäbe, welches alte Weihnachtsbäume in neue Kugeln verwandeln könnte. Doch selbst Professor Goodman hat bereits lange vergeblich über dieses Problem nachgedacht und keine Lösung gefunden. Helfen Sie ihm: Aus diesem prächtigen Weihnachtsbaum sollen Sie eine Kugel machen. Sie dürfen dafür alle oder auch weniger als alle Hölzchen verwenden. Sie dürfen beliebig viele Hölzchen umlegen, und Sie dürfen sogar Hölzchen in zwei Teile zerbrechen, aber nicht in mehr als zwei.


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      36 Die 36.Kammer der Chaoten [image: ]

    


    Weit abgelegen von der Zivilisation in den Bergen des Himalaja liegt versteckt das Kloster des Chaos. Doch auch dorthin kommt der Nikolaus und füllt die Stiefel der jungen Adepten. Nur gegen die Aura des Chaos, die das Kloster umgibt, ist selbst der Nikolaus nicht immun. Ganz besonders stark wirkt diese Aura in der 36.Kammer, wo die Schwelle zur Meisterschaft überschritten wird. Und es ist natürlich auch kein Zufall, dass die Nikolausstiefel ausgerechnet dort aufgestellt wurden. Sechs junge Adepten hat das Kloster, und demnach stehen auch sechs Stiefel in der Kammer. Der Nikolaus kann den Adepten jedenfalls kein Naschwerk in die Stiefel stecken, sondern muss sich damit begnügen, ihnen eine Weihnachtskarte zu überbringen. Die Aura des Chaos sorgt jedoch dafür, dass er immer die Karten in die falschen Umschläge steckt, und zwar so, dass er sie immer paarweise miteinander vertauscht. Das will heißen, wenn die Karte des Adepten A im Umschlag des Adepten B landet, dann landet umgekehrt die Karte des Adepten B im Umschlag des Adepten A.Anschließend landet jeder Umschlag in einem beliebigen Stiefel, aber so, dass weder der Umschlag noch die in ihm enthaltene Karte sich im richtigen Stiefel befinden. Wie viele Möglichkeiten gibt es für den Weihnachtsmann aber unter diesen Bedingungen, Karten auf Umschläge und Umschläge auf Stiefel zu verteilen? Ich hoffe, diese Frage verwirrt Sie nicht.


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      37 Der Weihnachtsspaziergang [image: ]

    


    Das Aufregendste an Weihnachten – zumindest für Kinder – ist das Warten auf die Bescherung. Gudrun hat sich ein Pony gewünscht. Sie kann es kaum noch aushalten bis zur Bescherung. Bereits letztes Jahr stand Pony auf ihrem Wunschzettel, und sie bekam eine hübsche neue Frisur als Weihnachtsgeschenk. Dieses Jahr wünscht sie sich ganz eindeutig ein Pony. Es spricht ja auch nichts dagegen, denn Gudrun und ihre Familie leben auf dem Land auf einem Bauernhof, dem Südhof, der so heißt, weil er südlicher als alle anderen Gehöfte in der Umgebung liegt. Es führen nur zwei Wege vom Südhof fort. Einer führt schnurgerade nach Norden – der Wiesenweg–, und einer führt ebenfalls schnurgerade fast nach Norden mit einem leichten Einschlag in Richtung Osten – der Weideweg. An Heiligabend versucht Gudrun, sich die lange Wartezeit nach dem Mittagessen mit einem kleinen Spaziergang zu vertreiben. Eine halbe Stunde lang geht sie den zugeschneiten Wiesenweg nach Norden. Dann nimmt sie eine Wegabzweigung nach rechts und folgt dieser fünf Minuten lang, bis diese den Weideweg kreuzt. Schließlich spaziert sie auf dem Weideweg nach Hause. In ihrem Kopf dreht sich alles nur noch um Ponys. Sie geht noch einmal aus dem Haus, den Wiesenweg ein Stück hoch. Dann geht sie vom Weg geradewegs auf die doppelt so lange wie breite Koppel des benachbarten Pferdezüchters zu, deren Zaun sich nur zwei Meter vom Wegesrand entfernt befindet. Am Zaun der Koppel angekommen sieht sie während des Sonnenuntergangs nur ihren langen Schatten in die Koppel hineinragen und eine Krähe, die sich auf einem schneefreien Stück Rasen der Koppel niedergelassen hat. Die Ponys scheinen sich auf der anderen Seite der Koppel aufzuhalten, wenn sie der Freiherr nicht sogar in seine Stallungen gebracht hat. Gudrun ist keine Mühe zu viel, wenn es um Ponys geht. Deshalb geht sie, eiliger als sonst, einmal um die ganze Koppel herum, was eine halbe Stunde dauert. Schade, sie hat keine Ponys gesehen und trottet verträumt den Wiesenweg zurück nach Hause, wofür sie knapp eine Viertelstunde benötigt. Es sind nur noch wenige Stunden bis zur Bescherung. Und dann ist es so weit. Der große Augenblick ist gekommen. Aber Gudrun hat wieder mal kein Pony zu Weihnachten bekommen. Ihre Enttäuschung ist grenzenlos. Können Sie erraten, was an dieser Geschichte nicht stimmt?
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      38 Alles außer Weihnachtsmannes Helfer [image: ]

    


    Frau Kurz findet in der über 30Jahre alten Weihnachtsausgabe einer Rätselzeitschrift folgendes Kreuzworträtsel, welches eigentlich gar nichts mit Weihnachten zu tun hat. Es trägt den merkwürdigen Titel: Alles außer Fmg:


    [image: ]


    Man muss angeblich die Begriffe jeweils passend von rechts nach links, links nach rechts, oben nach unten oder unten nach oben eintragen. Umlaute werden angeblich nach Kreuzworträtselmanier geschrieben. Der längste und zugleich größte Begriff ist bereits – offensichtlich chiffriert – vorgegeben. Können Sie den Rest lösen? (Sie dürfen die Lösung gerne dechiffriert eintragen.)


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      39 Kunterbunt [image: ]

    


    Frau Bunt macht eine Woche vor Weihnachten Bestandsaufnahme und schaut nach, was alles vorhanden ist und was noch besorgt werden muss. Dabei kommen Kisten, Kartons und Tüten zum Vorschein, die schon seit einem Jahr kein Tageslicht mehr gesehen haben. Damit es mit den Weihnachtsvorbereitungen vorwärtsgeht, spannt Frau Bunt ihren Sohn dafür ein, zwischenzeitlich schon einmal zu zählen, wie viele Kugeln es von jeder Farbe jeweils gibt. «Ich glaube, es waren mehr weiße als rote, aber wie viel mal mehr?», fragt sie ihren Sohn.


    «Wenn man die Anzahl der weißen mit der Anzahl der goldfarbenen Kugeln potenziert und noch die Anzahl der roten und der lilafarbenen addiert, bekommt man die Anzahl der silbernen Kugeln plus die dreifache Anzahl der roten Kugeln», antwortet ihr Sohn.


    «Wie bitte?», fragt Frau Bunt.


    «Ich bin ja noch nicht fertig», erwidert ihr Sohn. «Wenn man aber die Anzahl der silberfarbenen durch die Anzahl der goldfarbenen Kugeln dividiert, erhält man die Summe aus roten und lilafarbenen Kugeln multipliziert mit der Anzahl der goldfarbenen Kugeln.»


    «Das hilft mir aber nicht weiter», beschwert sich Frau Bunt.


    «Oh, ja, ich vergaß zu sagen, dass es 8 silberfarbene Kugeln gibt.»


    Frau Bunt macht immer noch ein ziemlich ratloses Gesicht. Können Sie Frau Bunts Frage beantworten?


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      40 Kinderwunsch [image: ]

    


    [image: ]


    Frau Irmgard Pobel-Knobel wünscht sich endlich Nachwuchs. Bereits einen Monat vor Weihnachten klagt Irmgard ihrem Horst ihren brennenden Kinderwunsch. Seine Kollegin, Frau Prof.Vier-Gewinnt, hat er einmal erzählt, habe bereits vier Kinder, Andrea, Bert, Sam und Tina. Horst lenkt ein und sagt: «Wenn du dich so sehr für Kinder interessierst, dann kannst du doch bestimmt sagen, wie alt Andrea, Bert, Sam und Tina sind. Wenn du das kannst, dann will ich dir deinen Wunsch erfüllen.» – «Aber woher soll ich das denn wissen, du hast doch nie erwähnt, wie alt sie sind», empört sich Irmgard. «Ach ja, stimmt allerdings, ich hab das ja nie erwähnt», räumt Prof.Pobel-Knobel ein. «Also, hör gut zu, ich werde dir alle nötigen Informationen geben, und dann darfst du mir die jeweiligen Alter nennen.»


    


    «Vor 4Jahren betrug das Alter von Tina und Bert in Jahren zusammengenommen 60% des Alters des ältesten Geschwisters zuzüglich dem Alter von Sam in jeweils 6Jahren. Andrea ist jetzt halb so alt, wie Sam und Tina zusammen sein werden, wenn Bert 13Jahre jünger als Sam und Andrea zusammen sein wird. Vor 1Jahr war Andrea so alt wie Sam und Tina zusammen. In 6Jahren wird Bert doppelt so alt sein, wie das jüngste Geschwister, 1Jahr bevor Sam und Andrea zusammen 42 sein werden, sein wird. In 15Jahren wird das jüngste Geschwister so alt sein, wie das älteste heute ist. Tina ist nicht das jüngste Geschwisterkind.»


    «Ach ja, und wenn in einem Satz vom ältesten bzw. jüngsten Geschwisterkind die Rede ist, bedeutet das nicht, dass es nicht noch einmal im selben Satz mit seinem Namen vorkommen kann.»


    Und so zieht sich Irmgard zurück und beginnt damit, fieberhaft zu überlegen. Aber sie weiß nicht, wie sie dieses monströse Rätsel lösen sollte. Später verrät Horst ihr die Lösung, nur damit er endlich etwas zu essen bekommt. Letzten Endes hat Irmgard also doch herausgefunden, wie alt Andrea, Bert, Sam und Tina jeweils sind, und letzten Endes sollten Sie das auch herausfinden.


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      41 Bunter Kugelalbtraum [image: ]

    


    Frau Bunt möchte, dass ihr Sohn den Baum dekoriert, und zwar soll er je eine weiße, eine rote, eine lilafarbene, eine silberne und eine goldene Kugel an den Baum hängen. Das ist schnell erledigt. Allerdings ist Frau Bunt mit allen Kugeln, so wie sie hängen, zufrieden, nur nicht mit der goldenen. Die goldene ist die wichtigste Kugel, und daher gebührt ihr ein Platz, wo sie besonders zur Geltung kommt. «Die goldene Kugel sollte näher bei der weißen als bei der roten und näher bei der roten als bei der lilafarbenen hängen.» Und ruck, zuck hat ihr Sohn die Wünsche seiner Mutter umgesetzt. «Ach, und dann sollte sie vielleicht auch noch von der silbernen weiter entfernt sein als von der lilafarbenen, aber nicht so weit wie von der weißen.» Irgendwie scheint Frau Bunt selbst nicht so genau zu wissen, was sie eigentlich will. Hat ihr Sohn denn überhaupt eine Chance, die goldfarbene Kugel gemäß den Weisungen seiner Mutter aufzuhängen und dabei alle ihre Wünsche zu berücksichtigen?


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      42 Sternenzauber [image: ]

    


    [image: ]


    Unglaublich, aber wahr! Aus zwei simplen kleinen Sternen sollen Sie einen einzigen größeren Stern machen. Es ist schließlich Weihnachtszeit. Da sollte man mit der Dekoration nicht kleinlich sein. Es dürfen aber nur zwei Hölzchen umgelegt werden, und es dürfen keine Hölzchen übrig bleiben.


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      43 Grippe in Hochhausen [image: ]

    


    [image: ]


    In Hochhausen, einem Nachbarort von Leitersheim, gibt es außer einigen Ladengeschäften und einer Fabrik nur zwei große Wohnkomplexe, die sich in nichts voneinander unterscheiden, außer dass sie zueinander spiegelverkehrt sind. In den identischen Hochhäusern befinden sich lauter schicke Einzimmerapartments, die sehr begehrt sind. Leerstehende Apartments sucht man vergebens. Allerdings wohnen in Hochhausen nur Singles, die dort auch arbeiten. Doch dieses Jahr soll ein Wermutstropfen die Weihnachtsfreude in Hochhausen trüben. Ein böses Grippevirus hat sich in der Vorweihnachtszeit in Hochhausen ausgebreitet. Es handelt sich um die gefürchtete 2-Tage-Grippe. Weil in Hochhausen alle so gedrängt leben, findet das Virus ideale Ausbreitungsbedingungen. Wer das Virus erst einmal in sich trägt, wird es frühestens drei Wochen später wieder los. Die 2-Tage-Grippe hat ihren Namen übrigens daher, dass jeder, der sich infiziert hat, erst zwei Tage später damit beginnt, weitere Leute anzustecken. Täglich kommen neue Infizierte hinzu. In Hochhausen hat sich die Epidemie auf sehr interessante Weise ausgebreitet. Jeder, der das Virus schon zwei Tage in sich trug, infizierte an jedem Tag genau eine weitere, bisher noch nicht infizierte Person. Pünktlich zu Heiligabend und keinen Tag vorher waren alle Einwohner von Hochhausen infiziert. Es war übrigens ein gewisser Herr Maier, der sich das Virus am 4.Dezember bei einem Besuch seiner Schwester Käthe eingefangen und am selben Tag nach Hochhausen eingeschleppt hat. Wissen Sie, wie viele Hochhäuser es denn in Hochhausen gibt?


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      44 Advent, Advent, ein Lichtlein brennt [image: ]

    


    [image: ]


    Herr Sparwachs kennt kein Erbarmen. Gespart wird auch beim Kerzenwachs – und zwar, was das Zeug hält. Auf seinem Adventskranz brennen die Kerzen an jedem Adventssonntag jeweils nur eine Stunde. Eigentlich bräuchte er deshalb Kerzen mit einer Brenndauer von vier Stunden. Aber Herr Sparwachs schmilzt alle Kerzenreste von seinem Adventskranz nach jedem Adventssonntag wieder ein und gießt sich daraus wieder vier gleich große Kerzen für den folgenden Adventssonntag. Welche Brenndauer müssen die Kerzen haben, die Herr Sparwachs einkauft, wenn am 4.Adventssonntag alle Kerzen komplett abbrennen sollen?


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      45 Die verflixte Sieben [image: ]

    


    [image: ]


    Legen Sie aus diesem Weihnachtsbaum die Zahl 77777777.Es dürfen insgesamt sieben Hölzchen bewegt werden. Alle Hölzchen müssen verwendet werden. Kein Hölzchen darf geknickt, gebrochen oder anderweitig beschädigt werden. Schrecken Sie vor keinem Mittel oder Trick zurück, um die Aufgabe zu lösen! Nur Mut!


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      46 Billard spezial [image: ]

    


    Holger Holzwurm ist Tischler, Florian Flottmeisel ist Steinmetz. Sie kennen sich auf geschäftlicher Basis, sind beide alleinstehend und wissen nicht so recht, was sie an Weihnachten tun könnten. Da kommt Herrn Flottmeisel die Idee, zusammen mit Herrn Holzwurm einen Billardtisch zu bauen, um an Weihnachten gemeinsam Billard zu spielen. Herr Flottmeisel bringt Herrn Holzwurm eine rechteckige, ebene, polierte Marmorplatte, damit er daraus einen Billardtisch bauen kann. Es wird aber ganz und gar kein Billardtisch mit den üblichen Ausmaßen. Die Platte ist a Zentimeter breit und b Zentimeter lang. a und b sind jeweils ganzzahlig. Holger Holzwurm beginnt sofort damit, die Platte mit einer elastischen Hartgummileiste zu umspannen und auszuprobieren. Dazu richtet er die Platte zunächst mit der längeren Seite in Nord-Süd-Richtung aus und stellt sich an die südwestliche Ecke der Platte. Dort legt er eine kleine Metallkugel von vernachlässigbarer Größe in seine Ecke. Mit dem Queue stößt er die Kugel genau im 45-Grad-Winkel kräftig auf die extrem polierte Platte. Dabei legt die Kugel gut 22Meter und 27Zentimeter zurück, bis sie auf eine Ecke trifft. Nur in welche Ecke trifft sie denn? In die südwestliche, die nordwestliche, die nordöstliche oder die südöstliche?


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      47 Sternenhexerei [image: ]

    


    [image: ]


    Irmgard Pobel-Knobel hat zur Weihnachtszeit zwei kleine Sterne aus Streichhölzern gelegt. Leider hat sie keinen Alleskleber mehr im Haus. Sonst könnte sie die Streichhölzer fixieren und an Fäden am Küchenfenster aufhängen. Da sie sowieso noch einkaufen muss, setzt sie sich gleich ins Auto und fährt zum Supermarkt, wo sie dann auch den Klebstoff mitnehmen kann. Noch bevor sie wieder zu Hause angekommen ist, erblickt jedoch Horst die beiden Sterne und schüttelt verständnislos den Kopf. Als ob es keine sinnvolleren Figuren gäbe, die man aus diesen Streichhölzern legen könnte. Und so entschließt er sich kurzerhand dazu, ein Sechseck zu legen. Könnten Sie das auch? Sie dürfen aber nicht mehr als drei Hölzchen umlegen. Es dürfen keine Hölzchen geknickt oder gebrochen werden.


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      48 Keine falsche Bescheidenheit [image: ]

    


    [image: ]


    Insgesamt 1000Wunschzettel aus Gierwald hat der Nikolaus dieses Jahr bekommen. Die Wünsche sind alle ähnlich. Es stehen Handys, MP3-Player und Spielekonsolen auf den Wunschzetteln. Sonst nichts. Wie gern erinnert sich der Weihnachtsmann noch an die guten alten Zeiten, als man den Kindern noch mit einfachen Dingen eine Freude bereiten konnte. Diese Zeiten sind wohl für immer vorbei. Manche Kinder haben sogar gleich zwei und 61Kinder sogar alle drei dieser teuren Geräte auf ihren Wunschzetteln stehen. Insgesamt steht 560-mal der MP3-Player auf den Wunschzetteln und 535-mal das Handy. Das Handy und den MP3-Player gleichzeitig auf einem Wunschzettel kann man 265-mal lesen. Wie viele der Kinder haben nur eine Spielekonsole und sonst nichts weiter auf ihrem Wunschzettel stehen?


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      49 Auch Weihnachtsmänner können irren [image: ]

    


    [image: ]


    Manchmal, das wissen nur wenige Eingeweihte, müssen Osterhase und Weihnachtsmann gegenseitig Krankheitsvertretung machen. Dies birgt aber auch das Risiko, dass einer von beiden aus Versehen den falschen Job zur falschen Zeit erledigt, so wie dieses Jahr. Der Weihnachtsmann hat sich gehörig vertan und aus Versehen am Nikolaustag Ostereier versteckt. Und zwar auf dem Grundstück von Familie Knobelmeister, welches im Norden von der Bahnlinie, im Osten vom Wald, im Süden vom Meer und im Westen von einer grünen Wiese begrenzt wird. Alle Eier liegen mindestens einen Meter von den Grundstücksrändern entfernt und haben untereinander einen Abstand von jeweils mindestens fünf Zentimetern. Fünf verschiedene Farben haben die Eier, und fünf Kinder gibt es bei Knobelmeisters. Was für ein toller Zufall. Das bringt Herrn Knobelmeister auf eine wunderbare Idee. Er stellt seinen Kindern eine Knobelaufgabe: «Wenn ihr das Grundstück so in fünf zusammenhängende Flächenstücke aufteilen könnt, dass in jedem Flächenstück jeweils alle Eier von derselben Farbe und keine anderen liegen und außerdem jedes Flächenstück ans Meer angrenzt, dann machen wir alle zusammen nach Weihnachten einen Skiausflug. Ach ja, eure Flächenstücke müssen unser Grundstück vollständig abdecken und dürfen sich nicht gegenseitig überschneiden.» Ist die Aufgabe immer lösbar, unabhängig von der Anzahl und Lage der Eier, oder ist sie es nicht? Und wie sieht es aus, wenn jedes der fünf Flächenstücke nicht nur ans Meer, sondern auch noch zusätzlich an die Bahnlinie angrenzen muss, ansonsten aber dieselben Bedingungen gelten?


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      50 Weihnachtspoker [image: ]

    


    Welches ist wohl das passendste Spiel für Investmentberater? Ganz klar, Poker! Und deshalb verabreden sich Hugo, Lugo und Trugo, drei sehr wohlhabende Vertreter dieser Zunft, zu einem geschlossenen vorweihnachtlichen Pokerturnier in Scheinheiligen. Jeder der drei Teilnehmer legt gleich zu Beginn seine Chips offen vor sich auf den Tisch. Trugo meldet sich zu Wort: «Eine Bemerkung sei mir gestattet. Ich finde es einfach zu kurios. Lugo, du hast genau einen Chip mehr als ich, und Hugo hat genau einen Chip mehr als du.» – «Na wennschon. Viel merkwürdiger finde ich, dass wenn jeder von uns die Anzahl seiner Chips in Primfaktoren zerlegt, dass wir dann alle zusammen auf insgesamt genau drei verschiedene Primfaktoren kommen», erwidert Lugo. «Das darf ja wohl nicht wahr sein. Wenn das beides stimmt, was ihr erzählt, dann hat mindestens einer von euch eine Anzahl von Chips mitgebracht, die eine Potenz darstellt. Ihr wisst doch genau, dass mir ganzzahlige Potenzen beim Spielen Pech bringen, wenn Exponent und Basis größer oder gleich zwei sind. Warum habt ihr darauf keine Rücksicht genommen?», entrüstet sich Hugo. «Also, ich weiß gar nicht, was eine Potenz ist», entschuldigt sich Trugo prophylaktisch. «Das wundert mich auch nicht», meint Hugo. Doch wie kam Hugo, ohne die Chips nachzuzählen, darauf, dass einer der Spieler am Tisch eine Anzahl von Chips haben musste, die eine Potenz einer ganzen Zahl mit einem Exponenten und einer Basis größer als eins sein musste?


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      51 Die verflixte Sieben nochmal [image: ]

    


    [image: ]


    Im Hause Pobel-Knobel ist man uneinig. Irmgard liebt Weihnachtssterne aus Streichhölzern, ihr Gatte Horst mag Dreiecke. «Ich bastle Weihnachtssterne und rede dir nicht drein, wenn du stattdessen lieber Weihnachtsdreiecke basteln willst. Hier hast du sechs Streichhölzer, damit kannst du machen, was du willst, meinetwegen auch sieben Dreiecke legen.» Irritiert durch Irmgards heftige Reaktion zieht sich Horst in sein Arbeitszimmer zurück, wo er aus sechs Streichhölzern sieben Dreiecke legt, ohne dabei eines der Streichhölzer zu beschädigen. Könnten Sie das auch?


    Zu der Zählweise der Dreiecke noch eine wichtige Information: Es gibt immer wieder Aufgaben, bei denen Sie sämtliche Dreiecke zählen sollen, die Sie sehen. Bei diesen Aufgaben ist meistens ein Trick mit im Spiel, und mehrere kleine Dreiecke bilden dabei zusammen ein größeres Dreieck, welches dann ebenfalls mitzuzählen ist. Eine solche Zählweise ist bei dieser Aufgabe hier ausgeschlossen. Also selbst wenn mehrere kleine Dreiecke zusammen ein größeres Dreieck bilden sollten, darf dieses größere Dreieck nicht noch einmal extra gezählt werden. Das heißt, zwei Dreiecke können nur dann tatsächlich als zwei Dreiecke gezählt werden, wenn ihre Flächen disjunkt sind und sie also keine gemeinsame Fläche besitzen.


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      52 Professorendämmerung [image: ]

    


    [image: ]


    An der Fakultät für Mathematik veranstalten zehn Universitätsprofessoren eine kleine Weihnachtsfeier im geschlossenen Kreis. Ein Assistent, der für die Vorbereitungen zuständig ist, hat sich extra einige anspruchsvolle Überraschungen ausgedacht. Dazu zählt ein kleines Spiel, welches die Fähigkeit der Professoren, logisch zu denken, ganz schön strapazieren wird. Der Assistent hat für die Professoren kleine Hütchen mit positiven ganzen Zahlen auf der Stirnseite angefertigt. Jeder Professor bekommt eines dieser Hütchen aufgesetzt und kann die Zahl auf seinem Hut natürlich nicht sehen, auch nicht im Spiegel, und er darf auch niemanden danach fragen. Es gibt keine direkte Möglichkeit herauszufinden, welche Zahl sich auf dem eigenen Hut befindet. Es ist lediglich erlaubt, zu schauen, welche Zahlen sich auf den Hüten der Kollegen befinden. Nachdem jeder Professor seinen Hut bekommen hat, beginnt der Assistent, die Spielregeln zu erklären: «Jeder von Ihnen trägt jetzt einen Hut mit einer positiven ganzen Zahl auf der Stirnseite. Sie dürfen während des Spiels nicht miteinander kommunizieren, und Sie sollen herausfinden, welche Zahl sich auf Ihrem Hut befinden könnte. Und zwar durch Beobachtung der Kollegen und durch Nachdenken. Es kann jede beliebige Zahl vorkommen, und auch jede Zahl kann beliebig oft vorkommen, jedoch ist keine Zahl dabei, die kleiner als 1 wäre. Ab und zu wird das Licht für eine Minute ausgemacht. In dieser Zeit möchten bitte alle Teilnehmer den Saal verlassen, die mit Sicherheit wissen, dass niemand sonst im Saal eine größere Zahl auf seinem Hut hat, als sie selbst.» Was die Professoren nicht wissen, ist Folgendes: Es gibt 4Professoren mit der Zahl 1, 4Professoren mit der Zahl 2 und zwei Professoren mit der Zahl 4.Die Frage an Sie: Wie oft geht unter diesen Bedingungen das Licht aus und wieder an, bis alle Professoren den Raum verlassen haben, wenn alle Professoren perfekt logisch denken?


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      53 Das Karussell vom Nikolaus [image: ]

    


    [image: ]


    Nach einem Besuch des Leitersheimer Weihnachtsmarktes lässt Horst Pobel-Knobel seiner Leidenschaft freien Lauf. Leider bringt diese Erfahrung für Irmgard die leidvolle Erkenntnis mit sich, dass Horsts einzige Leidenschaft tatsächlich der Mathematik zu gelten scheint. Wie aus heiterem Himmel kommt ihm der kreative Einfall, ein mathematisches Karussell für den Leitersheimer Weihnachtsmarkt zu entwerfen. Dem Entwurf wird von der Stadtverwaltung allerdings eine eindeutige Absage erteilt, weil die meisten Kinder nicht knobeln, sondern einfach nur zum Vergnügen Karussell fahren wollen. Außerdem sei die Rätsel-Karussellfahrt selbst für die meisten Erwachsenen zu schwierig. Für Sie sollte es jedoch kein Problem sein, die Aufgabe zu bewältigen. Das Karussell besteht aus drei sich im Uhrzeigersinn drehenden Scheiben. Die beiden größeren Scheiben drehen sich jeweils in genau 32Sekunden einmal um ihre Achse, die kleine mittlere Scheibe in 16Sekunden. Die großen Scheiben haben je acht Stehplätze, die kleine hat vier. Man kann während der Fahrt über runde Außenstege von einem Stehplatz zu einem benachbarten Stehplatz wechseln und benötigt dafür genau vier Sekunden. Einige Stehplätze sind über geradlinige Speichen-Stege mit der Scheibenmitte verbunden. Man kann auch über einen solchen Steg zur Mitte gehen, was auch vier Sekunden dauert. Und natürlich dauert der Weg von der Scheibenmitte zu einem Stehplatz ebenfalls vier Sekunden. Die runden Außenstege und die Speichen-Stege drehen sich mit. Schließlich gibt es noch sechs gestrichelte Übergangs-Stege, die fix sind und sich nicht mitdrehen, die man aber auch während der Fahrt benutzen kann, um von einem Stehplatz auf einer Scheibe zu einem Stehplatz auf einer benachbarten Scheibe zu gelangen. Auch dies dauert jeweils vier Sekunden. Sie befinden sich nun auf diesem Karussell auf jenem Stehplatz, auf dem sich der Smiley befindet. Ihre Aufgabe besteht darin, bei fahrendem Karussell jeden Steg (die runden Außenstege, die geradlinigen Speichen-Stege sowie die sechs Übergangs-Stege) jeweils genau einmal zu benutzen.


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      54 Parkplätze für den Weihnachtsmarkt [image: ]
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    Mit dem Karussell wurde es nichts, aber Herr Pobel-Knobel soll für einen Teil des Festplatzes einen Parkplatz sowie einen Fahrradstellplatz entwerfen. Davon erhofft man sich, die Besucherzahlen des Weihnachtsmarktes für das folgende Jahr zu erhöhen sowie den Professor bei Laune zu halten. Was niemand ahnt, Professor Pobel-Knobel verabscheut Vierecke, Rechtecke und rechte Winkel ganz allgemein. Er wird also ziemlich schief aussehende, dreieckige Abstellflächen ohne rechte Winkel konzipieren. Was nun die drei Winkel des dreieckigen Autoparkplatzes anbelangt, ist einer der drei Winkel dreimal so groß wie ein anderer. Einer der drei Winkel ist fünfmal so groß wie ein anderer. Beim Fahrradstellplatz liegen die Verhältnisse etwas anders. Dort gilt nämlich, dass einer der drei Winkel zwar dreimal so groß ist wie ein anderer, ansonsten gilt aber, dass einer der drei Winkel doppelt so groß ist wie ein anderer. Der Clou, die Raffinesse an der gesamten Anlage ist aber, dass einer der Winkel des Parkplatzes exakt mit einem der Winkel des Fahrradstellplatzes übereinstimmt. Wie groß ist nun der größte der insgesamt sechs Winkel, die in der Anlage vorkommen?


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      55 Professor Evilowskis Finsterkette [image: ]
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    Professor Evilowski kennt Professor Pobel-Knobels Vorliebe für mathematisch logische Lichterketten. Deshalb hat er exklusiv für Professor Pobel-Knobels Demütigung eine extraknifflige Kette über seiner Haustür aufgehängt. Als Professor Pobel-Knobel zu einem vorweihnachtlichen Besuch vorbeischaut, wird er auch gleich hereingebeten. «Lieber Kollege, wie freut es mich, dass Sie mich besuchen kommen», heuchelt Professor Evilowski. «Ich bin ein großer Bewunderer Ihrer Lichterketten und habe mir deshalb erlaubt, dieses Jahr auch so eine Beleuchtung, allerdings die umweltfreundliche Energiesparversion, aufzuhängen. Leider müssen mir ein paar Kinder einen Streich gespielt und während meiner Abwesenheit zwei benachbarte Sterne ausgetauscht haben. Können Sie mir vielleicht auf die Sprünge helfen, welche beiden Sterne das wohl gewesen sein könnten?» Aber Professor Pobel-Knobel muss passen. Erst Stunden später, längst wieder zu Hause bei seiner Irmgard, fällt es ihm wie Schuppen von den Augen. Das war von Professor Evilowski auch genauso beabsichtigt gewesen, dass Professor Pobel-Knobel das Prinzip nach langer Zeit doch noch durchschaut und sich dann darüber ärgert, dafür so viel Zeit benötigt zu haben. Was ist mit Ihnen, könnten Sie Professor Evilowski die Stirn bieten und die vertauschten Sterne identifizieren?


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      56 Wettrodeln in Wintersbergen [image: ]

    


    In dem kleinen idyllischen Ort Wintersbergen wollen sich Jochen und Jakob am Tag vor der Bescherung die Zeit mit einem Wettrodeln vertreiben. Der Weg führt zum Gipfelpunkt eines Hügels und beginnt unten an einem Gemarkungsstein, an dem auch die metergenaue Entfernung des Gipfels eingetragen ist. Jochen hat sogar seinen Chronographen dabei. Damit steht also einem kleinen Wettrennen technisch gesehen nichts mehr im Wege. Die Durchführung sieht so aus, dass jeder den Schlitten den Berg hochziehen und dann sofort hinunterrodeln muss. Eventuelle Pausen verschlechtern das Ergebnis. Beide benutzen denselben Schlitten. Wer rodelt, nimmt den Chronographen zur Zeitmessung selbst mit, geschummelt wird nicht. Die Zeitmessung beginnt mit dem Hochziehen des Schlittens und endet, wenn der Schlitten wieder unten am Gemarkungsstein angekommen ist. Beide ziehen ihren Schlitten mit einer jeweils konstanten Geschwindigkeit nach oben, und beide rodeln mit jeweils konstanter Geschwindigkeit nach unten. Keiner verliert am Gipfel auch nur eine Sekunde Zeit, beide beginnen jeweils sofort mit dem Hinunterrodeln. Jochen beginnt. Als er beim Hochziehen das Waldstück erreicht hat, benötigt er 6Sekunden, bis sein Schlitten den ersten Baum passiert hat. Nach weiteren genau 3,5Minuten hat der Anfang des Schlittens den letzten Baum des Waldstücks erreicht. Allerdings ist in diesen 3,5Minuten eine Pinkelpause von genau 1Minute Länge enthalten. Beim Hinunterrodeln dauert es genau 1,5Minuten, bis die Spitze des Schlittens auf Höhe des ersten Baumes von oben angekommen ist, und weitere 2Sekunden, bis auch das Ende des Schlittens den ersten Baum erreicht hat. Jetzt ist Jakob an der Reihe. Er benötigt beim Hinaufziehen 12Minuten, bis der Anfang seines Schlittens den ersten Baum des Waldstückchens erreicht hat, und weitere 8Sekunden, bis auch das Ende des Schlittens den ersten Baum erreicht hat. Im Gegensatz zu Jochen legt er keine Pausen ein. Beim Hinunterrodeln passiert sein Schlitten den ersten Baum innerhalb von nur 1Sekunde. Wer gewinnt also das Wettrodeln?


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      57 Ganz, ganz phile kleine Päckchen [image: ]

    


    [image: ]


    Irgendwie sind dem Christkind die großen Geschenke dieses Jahr rasch ausgegangen, aber halb so schlimm, denn da liegen ja noch jede Menge kleinerer Päckchen herum. Und aus diesen Resten sollen Sie nun eine bekannte Redensart legen. Sie dürfen genau sieben dieser 41Hölzchen umlegen. Alle Zündhölzer müssen verwendet werden, und keines von ihnen darf geknickt oder zerbrochen werden.


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      58 Birnärer Weihnachtsbaum [image: ]

    


    [image: ]


    In Scheinheiligen wird kulturell nicht viel geboten. Um seinem Heimatort diesbezüglich neue Impulse zu verleihen, gründet Herr Brett kurzerhand einen Intelligenzklub, in den man nur eintreten darf, wenn man zu den 0,02% der intelligentesten Einwohner von Scheinheiligen zählt. Leider hat der Klub aber viel zu wenig Mitglieder. Bis Weihnachten soll sich dies ändern, und deshalb platziert der Klub in einem Schaufenster einer Apotheke diesen rätselhaften Weihnachtsbaum. Der Weihnachtsbaum stellt eine Aufgabe dar, die zugleich als Aufnahmetest gilt. Die Frage lautet:


    Wie sieht die nächste Zeile am unteren Ende dieses sonderbaren Weihnachtsbaums logischerweise aus?


    Würden Sie den Aufnahmetest bestehen?


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      59 Backe, backe, Kuchen… [image: ]

    


    Während Professor Evilowski vornehmlich als Zahlengenie gilt, ist Professor Pobel-Knobel in der Welt der Geometrie und Topologie zu Hause, und er hat natürlich seine Schlappe mit Professor Evilowskis Finsterkette noch nicht verdaut und sinnt auf Revanche. Dazu lädt er Professor Evilowski zum Backen von Weihnachtsplätzchen ein. Als Professor Evilowski bei Pobel-Knobels an der Haustüre klingelt, wird er in die Küche geführt, wo Horst Pobel-Knobel bereits wartet. «Den Teig hat meine Frau schon ausgerollt, wir müssen nur noch die Plätzchen mit den Förmchen ausstechen», erklärt Professor Pobel-Knobel die Aufgabe. «Sie haben mich aber sicher nicht alleine zum Plätzchenausstechen eingeladen?» – «Um ehrlich zu sein, nein! Wir müssen uns unsere Ausstechförmchen vorher noch selbst herstellen. Die alten Förmchen sind wohl der letzten Entrümpelungsaktion zum Opfer gefallen. Aber wir haben alles Nötige im Haus, einen langen dünnen Blechstreifen, dessen einer Rand scharf ist und dessen anderer Rand zu einem Saum umgebogen wurde. Außerdem haben wir eine Zange und eine Blechschere. Mit der Blechschere schneiden wir uns Streifen der passenden Länge, und mit der Zange biegen wir diese Streifen zu einer geschlossenen Form, mit der wir die Plätzchen ausstechen. Ach ja, da sind noch einige Details, auf die wir achten sollten. Wir wollen lediglich und ganz ausschließlich gleichseitige Dreiecke als Plätzchenform zulassen. Also Dreiecke, bei denen alle Seiten gleich lang sind.» «Dann wollen wir also dreieckige Ausstechformen herstellen», stellt Professor Evilowski fest. «Aber ganz und gar nicht wollen wir dies. Ich dachte an gleichseitige Sechsecke. Mit diesen werden wir dann mehrmals hintereinander in den Teig stechen und haben dann, wenn wir geschickt sind, lauter gleichseitige Dreiecke ohne irgendwelche anderen unbrauchbaren Reststücke, und außerdem hat das dabei entstehende Loch im Teig auch noch die Form eines gleichseitigen Sechsecks, welches aber eine größere Fläche hat, als die Ausstechform. Das klingt doch nun nicht gerade einfach, oder beleidige ich Sie etwa?» Nun dürfen Sie zeigen, dass Sie etwas auf dem Kasten haben, und Professor Evilowski erklären, wie man Professor Pobel-Knobels Bedingungen erfüllen kann.


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      60 Professor Evilowskis wahrhaft diabolische Finsterkette [image: ]

    


    [image: ]


    Professor Evilowski hat sich eine neue Finsterkette einfallen lassen, die noch schwieriger zu durchschauen ist. Natürlich sind wieder zwei benachbarte Sterne vertauscht. Können Sie bestimmen, welche beiden benachbarten Sterne miteinander vertauscht wurden?


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      61 Rasanter Schlittschuhlauf [image: ]

    


    Katia ist nicht nur schnell, auf Schlittschuhen ist sie sogar extrem schnell – viel schneller als ihre Freundin Sonja. Schauen wir doch einmal auf die Eisbahn, um zu sehen, wie schnell die flotte Katia einen Monat vor Weihnachten schon wirklich ist. Mit ihrer Freundin spielt sie ein Spiel. Ihre Freundin soll genau einmal mit konstanter Geschwindigkeit die Eisbahn umrunden. Zeitgleich startet Katia vom selben Punkt aus in entgegengesetzter Richtung. Sie fährt ebenfalls mit konstanter Geschwindigkeit, bis sie ihre Freundin trifft, dann dreht sie ohne Verzögerung um und läuft nun in derselben Richtung wie ihre Freundin, bis sie diese einholt, und wieder kehrt sie um, bis schließlich beide zeitgleich an ihrem gemeinsamen Startpunkt eintreffen. Als sich beide zum ersten Mal treffen, hat Sonja gerade 60Meter zurückgelegt. Wie viele Meter hat Katia während des gesamten Laufes zurückgelegt?


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      62 Weihnachtspansch [image: ]

    


    [image: ]


    Gastwirt Von Krug zum Brunnen ist Inhaber des Ratskellers in Weinburghausen, und schon im 17.Jahrhundert betreibt er professionelles Customer Relationship Management. Für diejenigen, die nicht wissen, was sich hinter diesem Begriff verbirgt: Unterschiedliche Kunden werden unterschiedlich behandelt. In seinem Keller stehen nun zwei Fässer Wein. Einer dieser Weine zählt zu den besten Tropfen der Region. Das andere Fass enthält den gleichen Wein, jedoch eines anderen Jahrgangs, der eigentlich noch ein wenig lagern müsste. Doch dieses Jahr hat selbst der Gastwirt den Durst seiner Gäste im Adventsmonat unterschätzt, und so sieht er sich gezwungen, den guten Wein mit dem lediglich akzeptablen Wein zu strecken. Allerdings gibt es unterschiedliche Mischungsverhältnisse für unterschiedliche Kundengruppen. Der Bürgermeister, die Gildemeister und Ratsherren bekommen eine bessere Mischung, die übliche Stammkundschaft bekommt eine Mischung, die je zur Hälfte aus gutem und weniger gutem Wein besteht, fahrendes Gesinde bekommt eine schlechtere Mischung. Die einzigen Gefäße, die dem Gastwirt zum Weinholen zur Verfügung stehen, sind drei jeweils genau gleich große Tonkrüge. Messinstrumente jeglicher Art wie Waagen, Zentimetermaße, Uhren usw. besitzt er keine, jedoch ist bekannt, dass der gute Wein genau doppelt so schnell aus dem aufgedrehten Zapfhahn fließt wie der weniger gute Wein. Die Zapfhähne befinden sich so nah beieinander, dass sie von einer Person gleichzeitig bedient werden können. Wein, welcher sich einmal in einem Krug befindet, darf nicht wieder ins Fass zurückgeschüttet werden, auch dann nicht, wenn er noch ungemischt ist. Es darf im Weinkeller auch nichts aus einem Krug weggeschüttet, in andere Gefäße umgefüllt oder getrunken werden. Es darf allenfalls Inhalt aus einem der drei Krüge in einen der anderen Krüge geschüttet werden. In den Fässern befindet sich noch die gleiche Menge vom guten Tropfen wie vom weniger guten Tropfen. Der Gastwirt will, dass dies auch garantiert so bleibt. Stammgäste sollen einen Krug mit einer exakten 50:50-Mischung bekommen. Wenn daher der zweite Krug mit einer besseren Mischung für Ratsherren gefüllt wird und diese Mischung guten zu weniger gutem Wein im Verhältnis A:B beinhaltet, dann muss umgekehrt der Krug für das Gesinde die Mischung B:A aufweisen, damit garantiert von jedem Wein die gleiche Menge übrig bleibt, nachdem man im Keller drei volle Krüge für die drei unterschiedlichen Kundengruppen aufgefüllt hat.


    Wenn der Gastwirt diese Regeln für die drei Mischungsverhältnisse mit den gegebenen Mitteln garantiert einhält, ist es dann möglich, dass dabei jedes beliebige (aber nicht unbedingt konkret beabsichtigte) Mischungsverhältnis A:B mit A > B für den Wein der Ratsherren zustande kommen kann, oder gibt es Mischungsverhältnisse, die theoretisch nicht vorkommen können? Falls ja, welche Mischungsverhältnisse sind dies? Bitte begründen Sie Ihr Ergebnis. Der Gastwirt kann übrigens aus diversen Gründen bei einem Kellergang nicht öfter als zweimal Wein aus einem Krug in einen anderen umschütten. Also Mischungsverhältnisse, die nur durch noch oftmaligeres Umschütten entstehen könnten, müssen Sie als unmögliche Mischungsverhältnisse betrachten.


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      63 Einbahnstraßen für Leitersheim [image: ]

    


    Die Leitersheimer Wirtschaft besteht zum größten Teil aus sympathischen kleinen Ladengeschäften und einer großen Anzahl an einladenden Bistros, Cafés, Biergärten, Schnellimbissen und Speiselokalen. Die Stadtfinanzen stehen und fallen also mit der Konsumbereitschaft der Menschen vor Ort. Doch weder bei den Einheimischen noch bei den Gästen scheint das Geld besonders locker zu sitzen. Deshalb greift der Bürgermeister nun auf einen alten Trick der Supermärkte zurück und zwingt die Autofahrer, kleine Umwege zu fahren, damit sie vielleicht unterwegs doch Lust auf ein wenig Konsum bekommen. Im Internet ersteigert er sich günstig einen Satz von 11Einbahnstraßenschildern. Wenn er die Quersträßchen in Einbahnstraßen umfunktioniert, dann müssen Autofahrer manchmal einen kleinen Umweg in Kauf nehmen. Das erste Quersträßchen mit dem Kaufhaus sowie das letzte Quersträßchen mit dem Haus von Herrn Hintermond sollen keine Einbahnstraßen werden, aber dies sollen die beiden einzigen Ausnahmen bleiben. Damit nun die Leitersheimer ihre Autos nicht zu Hause stehen lassen, werden die erlaubten Fahrtrichtungen für die Einbahnstraßen so auf die einzelnen Quersträßchen verteilt, dass die Anzahl der unterschiedlichen Wege, die vom Ortsanfang (dem Kaufhaus) zum Ortsende (dem Haus von Herrn Hintermond) führen, maximal ist. Natürlich vorausgesetzt, dass man die beiden Hauptstraßen immer nur dieselbe Richtung entlangfährt. Wie müssen die erlaubten Fahrtrichtungen nun auf die einzelnen Quersträßchen verteilt werden, um die größtmögliche Anzahl unterschiedlicher Fahrtwege zu bekommen? Und wenn die Fahrtrichtungen unter diesen Bedingungen so angelegt werden, dass Herr Hintermond in der Aufgabe Weihnachtskauf in Leitersheim (S.20) seinen Heimweg noch immer wie beschrieben angehen könnte, also dass er noch immer direkt nach dem Weihnachtsmarkt die nächste Querstraße nehmen könnte usw., wie viele verschiedene Möglichkeiten für seinen Heimweg hätte er dann noch im neuen Leitersheimer Einbahnstraßenlabyrinth?


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      64 Einsame Inselweihnacht [image: ]

    


    [image: ]


    Herr Maier und Frau Frida sind auf einer einsamen Insel gestrandet. Zusammen richten sie sich auf der Insel häuslich ein und versuchen, das Beste aus der Situation zu machen. Aber wie schön wäre es, wenigstens Weihnachten feiern zu können. Doch dazu sollte man schon genau wissen, wann Weihnachten ist. Nach einigen Monaten auf der Insel haben die beiden Schiffbrüchigen jegliches Zeitgefühl und den Überblick verloren. Dies ist ein typisches Phänomen, welches in solchen Situationen auftritt. Das tropische Klima liefert keinerlei Hinweise auf Jahreszeiten. Die Tage und Nächte sind in Äquatornähe auch immer gleich lang. Von der Tageslänge lässt sich also ebenfalls nicht auf die Jahreszeit schließen. Herr Maier besitzt jedoch noch eine leicht defekte Digitaluhr mit Kalender. Solche Uhren laufen üblicherweise jahrelang, bevor die Batterie den Geist aufgibt. Die Uhr zeigt immer noch den richtigen Tag innerhalb des aktuellen Monats an, aber den Monat selbst, den zeigt sie leider nicht an. Wie lange bräuchte Herr Maier im günstigsten, wie lange im ungünstigsten Fall, um mit Hilfe dieser Uhr herauszufinden, wann Heiligabend ist?


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      65 Die unterbrochene Mühlepartie [image: ]

    


    Gudrun und Melanie vom Südhof holen am Ersten Weihnachtsfeiertag die große Spielesammlung aus dem Wohnzimmerschrank, denn sie wollen sich die Zeit kurzweilig vertreiben. Sie spielen Mühle.


    Gudrun hat die hellen Steine und beginnt. Nachdem alle Steine gesetzt wurden, sieht das Spielfeld folgendermaßen aus:


    [image: ]


    Gudrun ist jetzt am Zug. Beide spielen eine Weile, doch dann ruft die Mutter nach Gudrun, die den Abwasch erledigen soll. Zu diesem Zeitpunkt sieht die Stellung folgendermaßen aus:


    [image: ]


    Die Kreuze befinden sich natürlich nicht wirklich auf dem Spielfeld, sondern sind nur zu Ihrer Information als Kennzeichnung angebracht. Helle Kreuze markieren Stellen, an denen ein heller Stein geschlagen wurde, an der Stelle mit dem dunklen Kreuz wurde ein dunkler Stein geschlagen. Nachdem Gudrun mit dem Abwasch fertig ist, kann sie sich nicht mehr daran erinnern, wer zuletzt gezogen hat. Melanie, die inzwischen den Fernseher eingeschaltet hat, um eine Kindersendung zu schauen, kann sich ebenfalls nicht mehr erinnern. Gelingt es Ihnen, durch logische Schlussfolgerungen herauszufinden, wer als Nächstes am Zug ist?


    Zu den Spielregeln, soweit sie für diese Frage relevant sind: Gezogen wird abwechselnd. Wer am Zug ist, zieht mit einem beliebigen Stein seiner Farbe auf ein beliebiges benachbartes freies Feld. Wer bei einem Zug eine Mühle zustande bringt (eine Mühle besteht aus drei Steinen derselben Farbe, die sich auf derselben geraden Linie befinden. Als Linien zählen nur die im Spielfeld eingezeichneten Linien), darf einen beliebigen gegnerischen Stein entfernen, aber nur solche Steine, die sich nicht selbst in einer Mühle befinden.


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      66 Plätzchen oder Schätzchen [image: ]

    


    Frau Honigsüß hat sich für die Teilnahme an der weihnachtlichen Sondergameshow Plätzchen oder Schätzchen qualifiziert. Auf dem Tisch stehen sechs fest verschlossene Behälter. Den Inhalt der Behälter kann man von außen nicht erkennen. In einem der Behälter befindet sich ein Scheck über 10000Euro, während jeder der übrigen Behälter jeweils einen Gutschein über ein Kilogramm feinstes Konditoren-Weihnachtsgebäck enthält. Frau Honigsüß muss sich für einen der sechs Behälter entscheiden. Anschließend vertauscht der Showmaster zwei der übrigen fünf Behälter miteinander, sodass Frau Honigsüß den Tausch verfolgen kann. Wenn sich im Behälter von Frau Honigsüß der Scheck befindet, dann werden zwei zufällig gewählte Behälter vertauscht. Wenn sich in ihrem Behälter ein Gebäck-Gutschein befindet, dann wird der Behälter mit dem Scheck mit einem zufällig gewählten anderen Behälter vertauscht. Nach diesem Tausch vertauscht der Showmaster nach denselben Regeln wie zuvor erneut zwei der Behälter. Welche zwei Behälter es diesmal sind, ist völlig unabhängig davon, welche zwei Behälter beim ersten Mal getauscht wurden. Der Showmaster darf sich auch nicht selbst aussuchen, welche Behälter jeweils vertauscht werden, sondern er muss diese ganz streng zufällig wählen, sodass jeder in Frage kommende Behälter mit jeweils derselben Wahrscheinlichkeit ausgewählt wird. Nachdem zweimal getauscht wurde, darf sich Frau Honigsüß erneut und völlig frei für einen der sechs Behälter entscheiden, dessen Inhalt sie dann definitiv ausgehändigt bekommt.


    Wie sieht die optimale Strategie für Frau Honigsüß aus, und wie hoch ist bei dieser Strategie die Wahrscheinlichkeit, 10000Euro zu gewinnen?


    
      [Lösung]
    

  


  
    
      
    


    
      

      
        [zurück zum Text]
      


      
        


        01 Professor Pobel-Knobels Lichterkette


        Wir betrachten einmal, welche Positionen die dunkleren Licht-Sterne in der Lichterkette haben, wenn man oben links mit Eins zu zählen beginnt:


        [image: ]


        2, 3, 5, 8, 11, 13, 17, 19


        


        Abgesehen von 8 handelt es sich ausschließlich um Primzahlen, also Zahlen, die außer sich selbst und eins keine weiteren Teiler haben. Als einzige Primzahl in dieser Reihe fehlt die Sieben. Daher waren die dunkleren Lämpchen ursprünglich alle an den Positionen, welche Primzahlen darstellen, und Frau Pobel-Knobel hat die Lämpchen 7 und 8 miteinander vertauscht.

      


      
        [zurück zum Text]
      

    

  


  
    
      
    


    
      

      
        [zurück zum Text]
      


      
        


        02 Weinnachtstombola


        Es ist bemerkenswert, dass Sie zwar die Anzahl der Weingewinne, aber nicht die der Mitarbeiter oder der verlosten Handtücher ermitteln können. Zunächst wissen wir nicht viel. Weder kennen wir die Anzahl der Mitarbeiter noch die Zahl der Handtücher oder der Weingewinne. Bezeichnen wir mit M die Anzahl der Mitarbeiter, mit W die Anzahl der Weingewinne und mit H die Anzahl der Handtücher. Die Wahrscheinlichkeit dafür, dass Frau Matula den Beamer und Herr Ostinok ein Handtuch gewinnt, ist gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten dafür, dass Frau Matula den EINEN Beamer unter M Preisen gewinnt und der Wahrscheinlichkeit, dass Herr Ostinok aus den verbleibendenM – 1 Losen eines der H Handtücher zieht. Also


        


        [image: ]


        


        Da


        


        [image: ]


        


        (weil es außer dem Beamer ja nicht nur Handtücher gibt) gilt:


        


        [image: ]


        


        und damit istM < 10. Somit steht fest, dass die Firma weniger als 10Mitarbeiter hat. Da es einen Beamer, mindestens einmal Wein und mindestens zwei Handtücher gibt, arbeiten offensichtlich mehr als 3Mitarbeiter in der Firma.


        


        Multipliziert man in (×) beide Seiten mit 10 × M × (M – 1) erhält man M × (M – 1) = 10 × H.



        Zusammen mit 3< M < 10 muss entwederM = 5 oderM – 1 = 5 sein, damit das Produkt ein ganzzahliges Vielfaches von 10 ergibt.


        BeiM = 5 hätten wir 2Handtücher und zwei Weingewinne, beiM – 1 = 5 hätten wir 3Handtücher und zwei Weingewinne.


        


        Es gibt also in jedem Falle genau 2Weingewinne und einen Beamer und ansonsten nur Handtücher zu gewinnen. Ob Tand und Krempel Im- und Export nun fünf oder sechs Mitarbeiter haben, bleibt unbekannt.

      


      
        [zurück zum Text]
      

    

  


  
    
      
    


    
      

      
        [zurück zum Text]
      


      
        


        03 Kunst-Weihnachtsbaum


        [image: ]


        Wir verwenden die vier Referenzgraustufen 3, 2, 8, 1, die sich in den kleinen Dreiecken mit der jeweiligen Beschriftung befinden.


        A ist natürlich in Graustufe 8 gefärbt, weil die drei Dreiecke 1, 2 und 3 bereits anders gefärbt sind. C kommt sowohl im Dreieck A, B, C, 4 als auch im Dreieck 3, C, D, 6 vor. Da in diesen Dreiecken bereits die Graustufen 1, 3 und 8 verbraucht sind, muss C mit Graustufe 2 gefärbt werden. Dann verbleibt im Dreieck A, 4, B, C für B nur noch Graustufe 3, und im Dreieck 3, C, D, 6 verbleibt für Dreieck D nur noch Graustufe 8.G gehört sowohl zum Dreieck 7, F, G, 11 als auch zu G, H, 8, 12 und kann demnach nur noch mit Graustufe 1 gefärbt werden. Damit ergeben sich aber sofort zwingend für F die Graustufe 8 und für H die Graustufe 2.K gehört zu den beiden Dreiecken F, J, 11, K als auch zu H, K, 12, L.Für K bleibt damit nur noch die Graustufe 1.Damit ergeben sich sofort J als Graustufe 2 und L als Graustufe 8 und in Folge, E als Graustufe 3 und I als Graustufe 2.
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        [zurück zum Text]
      


      
        


        04 Weihnachtskauf in Leitersheim


        In Leitersheim gibt es insgesamt 13Querstraßen. Diese unterteilen die beiden Hauptstraßen in insgesamt zwölf Abschnitte. Auf jedem dieser Abschnitte kann Herr Hintermond frei wählen, auf welcher der beiden Hauptstraßen er den Abschnitt durchfährt, indem er entweder ein Quersträßchen nimmt, um die Hauptstraße zu wechseln, oder ob er die bisherige Hauptstraße weiterfährt. Keine freie Wahl hat Herr Hintermond auf zwei der zwölf Segmente, denn er will unbedingt am Weihnachtsmarkt vorbeifahren und danach sofort auf die andere Hauptstraße wechseln. So bleiben ihm zehn Abschnitte, auf denen er die freie Wahl hat, sich für eine der beiden Hauptstraßen zu entscheiden. Das wären 210 = 1024 verschiedene Routen. Allerdings wollte Herr Hintermond auf den vier Abschnitten, welche dem Weihnachtsmarkt folgen, mindestens einmal die Hauptstraße wechseln. Also hat er für die verbliebenen zehn Abschnitte tatsächlich nur bei sechs von ihnen die ganz freie Auswahl. Für die vier übernächsten Abschnitte nach dem Weihnachtsmarkt hat er fast freie Auswahl. Nur die eine Möglichkeit, dass er die Hauptstraße gar nicht wechselt, scheidet für diese vier Abschnitte aus. Deshalb gibt es für Herrn Hintermond insgesamt 26 × (24 – 1) = 960 Möglichkeiten, nach Hause zu fahren.

      


      
        [zurück zum Text]
      

    

  


  
    
      
    


    
      

      
        [zurück zum Text]
      


      
        


        05 Wundersame Baumvermehrung
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        06 Professor Evilowski spielt ein böses Spiel


        Obwohl es unter diesen Zahlen einige gibt, die durch 99 teilbar sind, ist Professor Evilowski im Vorteil, sogar wenn er 2500000Euro gegen einhundert Euro setzt. Der Grund dafür ist, dass nur sehr, sehr wenige dieser speziellen Zahlen durch 99 teilbar sind. Schauen wir, wie viele es denn genau sind. Damit wir es einfacher haben, betrachten wir aber nicht die Zahlen selbst, sondern andere Zahlen, die immer genau dann durch 99 teilbar sind, wenn die ausgewürfelten Zahlen es auch sind. Dazu betrachten wir die Zahlen, die entstehen, wenn man von den ausgewürfelten Zahlen jeweils 333333333333333333 subtrahiert. Da 333333333333333333 durch 99 teilbar ist, ist die Differenz zwischen irgendeiner Zahl und 333333333333333333 genau dann durch 99 teilbar, wenn die Zahl auch selbst durch 99 teilbar ist. Wenn wir also von jeder ausgewürfelten Zahl 333333333333333333 subtrahieren, dann ist dies äquivalent damit, dass wir zufällige Zahlen der Länge 19 bilden, die jeweils mit der Ziffer Eins beginnen, gefolgt von einer zufälligen Reihe von Nullen und Einsen. Untersuchen wir also diese Zahlen auf ihre Teilbarkeit durch 99.Damit eine Zahl durch 99 teilbar ist, muss sie sowohl durch neun als auch durch 11 teilbar sein. Eine Zahl ist dann und nur dann durch 9 teilbar, wenn ihre Quersumme durch neun teilbar ist. Bei unserem speziellen Typus von Zahlen, bei denen nur die Ziffern 0 und 1 vorkommen, ist die Quersumme gleich der Häufigkeit, mit der die Ziffer 1 in der Zahl vorkommt. Damit sind nur jene Zahlen durch 9 teilbar, die entweder genau 9-mal oder genau 18-mal die Ziffer 1 enthalten. Es gibt zwar recht viele solcher Zahlen, die genau 9-mal die Ziffer 1 enthalten, doch können diese nicht durch 11 teilbar sein, denn eine Zahl ist genau dann durch 11 teilbar, wenn ihre alternierende Quersumme ein Vielfaches von 11 ist. Unter alternierender Quersumme versteht man die Summe der Ziffern auf den ungeraden Positionen abzüglich der Summe der Ziffern auf den geraden Stellenpositionen. Die alternierende Quersumme einer Zahl, die 9-mal die Ziffer 1 und sonst nur Nullen enthält, ist aber auf jeden Fall kleiner als 11 und ungleich null, weil 9 ungerade ist. Damit ist die alternierende Quersumme auf keinen Fall ein Vielfaches von 11, und damit ist die Zahl selbst auch nicht durch 11 teilbar. Als Zahlen, die sowohl durch 9 als auch durch 11 teilbar sind, kommen also nur noch jene in Betracht, die genau 18-mal die Ziffer 1 und 1-mal die Ziffer 0 enthalten. Und von diesen sind zwar alle durch 9, aber nicht alle durch 11 teilbar. Nur jene sind durch 11 teilbar, bei denen die alternierende Quersumme null ergibt, bei denen also genauso viele Einsen an geradzahligen Ziffernpositionen wie an ungeradzahligen Ziffernpositionen stehen. Die erste Ziffer haben wir mit der Ziffer 1 vorbesetzt. Es verbleiben uns also 17 weitere Einsen und 18Stellen, wo wir diese 17Einsen unterbringen können. Damit wir jeweils 9Einsen auf geradzahligen und die gleiche Anzahl Einsen auch auf ungeradzahligen Ziffernpositionen haben, müssen wir mit 9 der 17 verbliebenen Einsen sämtliche geradzahligen Ziffernpositionen besetzen, mit den restlichen 8Einsen können wir beliebige 8 der noch verbliebenen 9 freien ungeradzahligen Ziffernpositionen belegen. Oder anders formuliert: Von den restlichen neun ungeradzahligen Ziffernpositionen können wir uns eine beliebige aussuchen, die nicht mit Eins sondern mit Null belegt wird. Damit gibt es insgesamt nur 9Zahlen des angegebenen Typus, welche durch 99 teilbar sind. Demgegenüber stehen 218 = 262144 Zahlen dieses Typus insgesamt. Diese 218 kommt so zustande, dass wir die erste Ziffer als eine Eins vorgegeben haben, aber wir für jede der restlichen 18Ziffern unabhängig voneinander zwei Möglichkeiten haben, wie die Ziffer jeweils lautet. Damit müsste der Einsatz von Professor Evilowski
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        also etwa 2912711Euro und 11Cent betragen, damit das Spiel insgesamt fair wäre. Allerdings hat Professor Evilowski nicht gelogen. Das Spiel war erstens wirklich nicht fair, und zweitens kann Professor Goodman tatsächlich mit mehr als 50% Wahrscheinlichkeit viel Geld gewinnen. Wenn er 200000Euro als Gewinn avisiert, stehen seine Chancen recht gut. Wir nehmen an, dass Professor Goodman nicht endlos spielt, bis er endlich 200000Euro Gewinn einstreichen kann, sondern dass er spätestens, wenn er 2300000Euro verloren hat oder die 2500000Euro gewonnen hat, je nachdem, welcher Fall zuerst eintritt, aufhört und aufgibt, um seinen Verlust in Grenzen zu halten oder seinen Gewinn ins Trockene zu bringen. Doch wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass Professor Goodman tatsächlich 2300000Euro verliert? Da er bei jedem Spiel, das er verliert, 100Euro einbüßt, muss er 23000-mal hintereinander in Folge verlieren, damit er nicht mit einem Mindestgewinn von 200000Euro nach Hause gehen kann. Die Wahrscheinlichkeit, dass er ein beliebiges Spiel gewinnt, beträgt
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        die Wahrscheinlichkeit, dass er es verliert, beträgt
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        was etwa 0,999965667724609375 entspricht. Die Wahrscheinlichkeit, 23000Spiele in Folge zu verlieren, beträgt
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        was etwa 0,454 beträgt.


        Professor Goodman kann bei diesem Spiel also mit mehr als 54% Wahrscheinlichkeit 200000Euro gewinnen.
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        07 Epidemie in Scheinheiligen


        Bei jeder Runde fallen jeweils genauso viele legale wie illegale Nikoläuse aus dem Rennen. Der Kreis besteht aus ununterbrochenen Ketten von echten und unechten Nikoläusen. Diese Ketten wechseln sich ab und können auch aus nur einem einzigen Nikolaus bestehen. Nur am Übergang von einer Kette zur anderen behauptet ein Nikolaus sein rechter Nachbar sei illegal. Betrachten wir eine Kette von illegalen Nikoläusen. Der Letzte in der Kette ist ein illegaler Nikolaus, und er sagt, sein rechter Nachbar (welcher legal ist) sei illegal. Der letzte Nikolaus aus der Kette der legalen Nikoläuse, die sich vor der Kette der illegalen Nikoläuse befindet, ist ein legaler Nikolaus, der aber ebenfalls behauptet, sein rechter Nachbar (der erste Nikolaus der folgenden Kette illegaler Nikoläuse) sei illegal. Alle anderen Nikoläuse dazwischen, die alle illegal sind, bescheinigen ihren rechten Nachbarn hingegen die Legalität. Bezogen auf eine einzelne ununterbrochene Kette illegaler Nikoläuse fallen deshalb je ein legaler und ein illegaler Nikolaus aus dem Rennen. Eine entsprechende Überlegung gilt auch für jede Kette legaler Nikoläuse. Deshalb fällt bei jeder Runde die jeweils gleiche Zahl an legalen wie illegalen Nikoläusen aus dem Rennen. Wenn kein einziger Nikolaus mehr behauptet, sein rechter Nachbar sei illegal, dann sind die verbleibenden Nikoläuse allesamt legal oder illegal. Deshalb ist 12 die Differenz zwischen der Zahl der legalen und der illegalen Nikoläuse, wobei natürlich die kleinere der beiden Zahlen von der größeren zu subtrahieren ist. Damit ergibt sich für die kleinere der beiden Zahlen x


        


        x + (x + 12) = 84 bzw. x = 36 und x + 12 = 48.


        


        Es gibt also mindestens 36 und höchstens 48 illegale Nikoläuse.
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        08 Wundersame Baumvermehrung XXL


        Der Aufgabentitel gibt schon einen Hinweis darauf, dass hier nicht elf Bäume, sondern die Zahl 11 in römischen Lettern gemeint sein könnte, und die ist in der Tat problemlos zu legen:
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        09 Erst denken, dann schenken


        Herr Schenk hat 8! = 1 × 2 × 3 × 4 × 5 × 6 × 7 × 8 = 40320Möglichkeiten die Geschenke zu verpacken. Darauf kommt man wie folgt: Wir fangen mit dem größten Geschenk an. Wenn wir nur dieses hätten, gäbe es auch nur eine Möglichkeit. Wenn wir das zweitgrößte Geschenk mit berücksichtigen, gibt es für dieses zwei Möglichkeiten, nämlich entweder innerhalb des großen Geschenks oder außerhalb des großen Geschenks. Für jede dieser beiden Möglichkeiten haben wir nun drei Möglichkeiten, das drittgrößte Geschenk unterzubringen, nämlich ganz außerhalb, direkt innerhalb des zweitgrößten oder direkt innerhalb des größten Geschenks, also 2 × 3 = 6 Möglichkeiten. Für jede dieser 6Möglichkeiten gibt es nun vier Möglichkeiten das viertgrößte Geschenk zu platzieren (ganz außerhalb, im drittgrößten, im zweitgrößten, im größten) also 2 × 3 × 4 = 24 Möglichkeiten usw.
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        10 Weihnachtliches Gleichgewicht


        Damit wir einfacher nachrechnen können, ordnen wir den Gewichten der einzelnen Symbole Buchstaben zu – und zwar wie folgt:
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        Dann sehen wir am Stab links unten im Mobile, dass C = A + B. Somit ist C > A und C > B. Die beiden links hängenden Stäbe ergeben außerdem A + B + C + D = C + 2 × B, was zu A + D = B vereinfacht werden kann, und damit gilt B > A. Wäre das ? ein C, dann würde sich am rechten Gehänge wegen C = A + B die Gleichgewichtsbedingung 4 × A + B = 4 × B + A und in Konsequenz A = B ergeben. Das steht aber im Widerspruch zu B > A. Folglich kann ?nur entweder A oder B sein. Wenn es B wäre, dann ergäbe sich am rechten Gehänge 4 × A + B = 4 × B und somit
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        Aus dem ganz linken Gehänge ist bekannt, dass A + B = C und mit (1) dann auch
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        gilt. Aus dem linken Gesamtgehänge schlossen wir bereits: 2 × B + C = A + B + C + D bzw. B = A + D und mit (1) folgt daraus:
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        Jetzt, wo wir alle 4Symbole als Vielfache von A ausgedrückt haben (Gleichungen (1), (2) sowie (3)), können wir die Gesamtbilanz der linken Seite und der rechten Seite des Mobiles erstellen.


        Links erhalten wir A + B + C + D + C + 2 × B was sich unter Zuhilfenahme von (1), (2) und (3) zu 10 × A summiert.


        Die rechte Seite des Mobiles ergibt sich zu
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        Damit wäre das Mobile aber nicht im Gleichgewicht.


        Wenn wir dagegen annehmen, dass an Stelle des ? das Symbol A steht, erhalten wir mit derselben Schlussfolgerungskette wie zuvor, dass
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        und beide Seiten des Mobiles addieren sich jeweils zu 11 × A und befinden sich im Gleichgewicht. ? ist also durch das Symbol A zu ersetzen.
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        11 Der völlig unmögliche Weihnachtsbaum


        Die Lösung für diese Aufgabe ist sehr einfach, sofern man auf die richtige Idee kommt. Dazu betrachten wir einmal die drei äußersten Knoten (durch Pfeile gekennzeichnet) einer der drei Ecken des Weihnachtsbaums etwas genauer. Wenn der äußerste Knoten (oberer Pfeil) nicht Anfangs- oder Endknoten des gesamten Streckenzugs darstellt, dann ist er ein Durchgangsknoten. Das kann er aber nur dann sein, wenn einer seiner beiden Nachbarn (untere Pfeile) Anfangs- oder Endpunkt des Streckenzugs ist, denn wenn beide ebenfalls nicht Anfangs- oder Endpunkt sind, müsste sich der durchgehende Streckenzug wegen der Richtungsänderungsregel an jenem Knoten schließen, wo die beiden schwarzen Kanten zusammenlaufen. Somit muss einer der drei durch Pfeile gekennzeichneten Knoten entweder Anfangs- oder Endpunkt des Streckenzuges sein. Da diese Feststellung für jede der drei Ecken des Baumes gilt, müsste der Streckenzug insgesamt drei Anfangs- bzw. Endpunkte besitzen, was aber nicht sein kann, da jeder Streckenzug genau ein Anfang und ein Ende besitzt. Deshalb kann Frau Pobel-Knobel ihr geplantes Kunstwerk auch unmöglich fertigstellen.
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        12 Lebkuchen light


        Man muss eine Lebkuchenkollektion von Lebkuchen aus allen 10Kisten zusammenstellen, so dass man durch einmalige Wägung dieser Kollektion die gewünschte Information erhält. Dazu kann man sich fragen, was die Waage denn als Gewicht zu wenig anzeigen würde, abhängig von der Anzahl der zu leichten Lebkuchen. Wenn k Lebkuchen jeweils 1Gramm zu wenig haben, dann zeigt die Waage k + 1 bis k + 5 Gramm zu wenig an. Man muss nämlich den Anzeigefehler der Waage mit berücksichtigen. Entnehmen wir der ersten Kiste einfach gar keinen Lebkuchen für die Kollektion. Wären die schlechten Lebkuchen in der ersten Kiste, dann würde die Waage zwischen einem und fünf Gramm zu wenig anzeigen. Wir müssen also so viele Lebkuchen aus der zweiten Kiste entnehmen, dass die Waage, sollte dies die schlechte Kiste sein, mindestens 6Gramm weniger anzeigt als erwartet. Ein Gramm zeigt sie von vornherein zu wenig an. Jetzt könnten sich unter den gezogenen Lebkuchen zufällig die 5 guten Lebkuchen befinden, also muss man noch 5 weitere Lebkuchen ziehen, insgesamt also 10, damit die Waage wenigstens 6Gramm zu wenig anzeigt (und maximal 15Gramm, wenn zufällig alle 10Lebkuchen schlecht sein sollten und die Waage von sich aus auch noch volle 5Gramm zu wenig anzeigt). Wir müssen also nun erzwingen, dass die Waage mindestens 16Gramm zu wenig anzeigt, wenn sich die schlechten Lebkuchen in der dritten Kiste befinden. Dazu müssen wir der dritten Kiste 20Lebkuchen entnehmen. Damit würde die Waage dann im Falle, dass die dritte Kiste die schlechte ist, zwischen 16 und 25Gramm zu wenig anzeigen. Wenn wir diese Überlegung fortsetzen, müssen wir der i-ten Kiste 10 mal (i – 1) Lebkuchen entnehmen, der 10.Kiste also 90Lebkuchen. In den Kisten befinden sich jeweils genügend Lebkuchen. Zusammen ergibt dies 450 zu wiegende Lebkuchen mit einem Gewicht (einer Masse, um korrekt zu sein) von maximal 45kg. Die Waage kann dies also wiegen. Wenn die Waagen Gramm anzeigt, ergibt sich die Nummer der schlechten Kiste zu
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        wobei ein eventueller Rest bei der Division einfach ignoriert wird.
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        13 Nadelsegen


        Die 100000Nadeln, das sind jene, die am letzten Tag und an allen Tagen davor zusammen gefallen sind. Da am letzten Tag doppelt so viele Nadeln (evtl. eine mehr oder eine weniger) fallen als an allen Tagen zuvor, ist die Gesamtzahl der Nadeln ein Vielfaches von drei und evtl. eins mehr oder weniger. Offensichtlich ist 100000 ein Vielfaches von drei vermehrt um eins, nämlich 3 × 33333 + 1, also ist am letzten Tag exakt das Doppelte an Nadeln plus eine gefallen wie an den Tagen zuvor. Das sind genau 66667Nadeln. Bis zum vorletzten Tag, den vorletzten Tag eingeschlossen, sind also insgesamt 33333Nadeln gefallen. Nach demselben Schema können wir wieder berechnen, wie viele dieser 33333Nadeln am vorletzten Tag und wie viele an den Tagen davor gefallen sind. 33333 ist ein Vielfaches von drei nämlich 3 × 11111. Somit sind am vorletzten Tag 22222Nadeln gefallen und an all den vorherigen Tagen zusammen 11111.Wenn wir dieses Schema fortsetzen, bis nur noch eine Nadel übrig ist, dann finden wir, dass am achten Tag 1235Nadeln gefallen sind.
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        14 Einmal hin, einmal her, rundherum, das ist nicht schwer


        Die Überschrift liefert einen Hinweis. Im oberen Teil des Baumes scheinen sich die Zahlen von oben nach unten von Etage zu Etage zu verdoppeln, doch dann folgt auf die 16 nicht die erwartete 32 sondern 122.Wie ist diese 122 zu erklären, ohne das Gesamtschema aufzugeben? Wenn Sie 122 halbieren, dann erhalten Sie 61, und 61 ergibt sich, wie passend, wenn man bei der Zahl 16 einfach die Ziffernfolge umkehrt. Jetzt passt das Gesamtschema wieder, denn wenn Sie bei den einstelligen Zahlen die Ziffernfolge jeweils umkehren, ändern sich diese Zahlen dabei nicht. Die Gesetzmäßigkeit scheint also so auszusehen, dass von einer Zahl die Ziffernfolge umgekehrt und das Ergebnis verdoppelt wird, um die nächsttiefere Zahl im Baum zu erhalten, aber bereits die 433 widerspricht dieser Annahme erneut, und sie ist nicht einmal das Doppelte irgendeiner natürlichen Zahl. Der gedankliche Schritt, der notwendig ist, die 433 zu erklären, ist etwas schwieriger als die übrigen Überlegungen. Damit die 433 ins System passt, könnten die bisherigen Ergebnisse ja nicht wirklich durch Verdoppelungen entstanden sein. Eine Verdoppelung ist auch immer eine Addition zweier gleich großer Zahlen. Bei den bisherigen Verdoppelungen könnte es sich also um Additionen gehandelt haben, bei denen bislang nur zufällig immer beide Summanden gleich waren. Einiges spricht auch dafür, dass es hier auf die einzelnen Ziffern der Zahlen und nicht auf die Größe der Zahlen selbst ankommt, denn solange wir einstellige Zahlen hatten, war alles ganz einfach, und auch der Schritt von 16 auf 122 war durch das Umstellen von Ziffern erklärbar. Beachten Sie bitte das Wort «umstellen». Die 61 ergibt sich durch das Umkehren der Ziffernreihenfolge. Das komplette Umkehren der Ziffernreihenfolge stellt aber nur eine unter vielen Möglichkeiten dar, wie Ziffernfolgen systematisch umgestellt werden können. Bei zweistelligen Zahlen stellt sie die einzige Möglichkeit überhaupt dar. Bei dreistelligen Zahlen gibt es aber bereits einige Möglichkeiten mehr. In der Tat können wir, wenn wir zwei verschiedene Ziffernumstellungen von 122, nämlich 212 und 221 addieren, die Zahl 433 als Summe erhalten. Damit können wir auch den Schritt zur 677 und zur 1543 erklären. Auf ein allgemeines System, wie die Ziffern umzustellen sind, können wir aber daraus noch nicht schließen, weil immer doppelt vorkommende Ziffern im Spiel sind und die Ziffernfolgen relativ kurz sind. Mit unseren bisherigen Beobachtungen sollte der Schritt von 1543 nach 8585 jedoch mehr Aufschluss bringen. Wie können die Ziffern 5 und 8 in 8585 zustande kommen? 3154 + 5431 oder 3451 + 5134 lauten die beiden Möglichkeiten. 3154 bekommt man, wenn man die letzte Ziffer von 1543 an den Anfang setzt, 5431 bekommt man, wenn man die erste Ziffer ans Ende setzt. Das sind zwei einfache Operationen, die man mit Zahlen jeder beliebigen Ziffernlänge durchführen kann. Angewendet auf 16 ergeben beide Operationen jeweils 61, und dies erklärt, wie 122 zustande kommen könnte. Auch die Schritte von 122 zu 433 zu 677 und zu 1543 würden dadurch erklärt. Vergessen wir auch nicht den Aufgabentitel: «Einmal hin, einmal her…» Wenn wir dieses Schema, nennen wir es Schema 1, auf 8585 anwenden, erhalten wir ebenfalls die korrekte 11716, und angewandt auf die 11 716 bekommen wir abermals korrekt 78332.Wir hatten aber auch gesehen, dass 8585 = 3451 + 5134. Können wir hier ebenfalls ein Schema entdecken? 3451 entsteht aus 1543 durch Ziffernumkehr. 5134 entsteht aus 1543, wenn man von links nach rechts immer zwei benachbarte Ziffern paarweise miteinander vertauscht, und zwar so lange, bis keine oder nur noch eine Ziffer übrig bleibt, die keinen Tauschpartner mehr findet. Nennen wir dies Schema 2.Auch Schema 2 lässt sich prinzipiell auf Zahlen beliebiger Länge anwenden. Auch Schema 2 liefert ab der Baumspitze nur korrekte Ergebnisse bis einschließlich 11716.Erstmalig bei 78332 versagt Schema 2 und muss daher falsch sein. Korrekt ist also Schema 1.Ehrlich gesagt, ist Schema 2 auch nicht ganz so «schön» wie Schema 1.Wenden wir nun Schema 1 weiter an, so bekommen wir 27833 + 83327 = 111160, und dies ist auch die korrekte Lösung.
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        15 Professor Evilowski in Seenot
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        Irgendwo befindet sich die Küste in maximal 100Meilen Entfernung von der Yacht. Die Küstenlinie verläuft über Hunderte von Meilen schnurgerade und kann deshalb als eine Tangente an einen Kreis um die Yacht mit maximal 100Meilen Radius gedacht werden. Unbekannt ist natürlich, welche der unendlich vielen Kreistangenten der Küstenlinie entspricht. Solange sich das Schiff nicht wenigstens 100Meilen von seiner jetzigen Position entfernt, lässt sich rein gar keine Aussage darüber treffen, ob es wenigstens schon etwa die richtige Richtung eingeschlagen hat oder ob es sich wenigstens in Küstennähe befand. Es hilft also alles nichts, die Yacht muss gleich zu Beginn irgendeinen beliebigen Kurs wählen und diesen dann auch 100Meilen lang durchhalten. Wenn sie davon ausgehend den gesamten Kreis vom Radius 100Meilen umfahren wollte, hätte sie einen Gesamtweg von 100Meilen × (1 + 2 π) zurückzulegen. Das sind etwas über 728Meilen, und dafür reicht der Sprit nicht. Sicherlich wäre die Wahrscheinlichkeit recht hoch, dabei auf das Festland zu stoßen, aber da es um Leben und Tod geht, würde Professor Evilowski natürlich eine sichere Lösung vorziehen, und diese gibt es tatsächlich. Um das Festland gewiss zu erreichen, brauchen wir keineswegs jeden Punkt auf dem Kreis zu besuchen, wir müssen aber dafür sorgen, dass wir jede Tangente des 100-Meilen-Kreises berühren oder schneiden. Wenn wir zu Beginn nicht genau 100Meilen, sondern sogar etwas weiter in dieselbe Richtung fahren, dann schneiden wir damit nicht nur eine Tangente, sondern gleich ein ganzes Büschel von Tangenten, die sowohl von unserer rechten als auch von unserer linken Seite kommen.
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        Wenn wir nun von unserer derzeitigen Position zuerst 100Meilen bis A und dann darüber hinaus noch ein Stück weiterfahren bis B und schließlich auf der äußersten linken Tangente geradlinig bis zum Punkt C, dann ist dieser Weg zwar weiter, als wenn wir direkt von A auf der Kreislinie nach C weiterfahren würden, aber dafür sparen wir dort, wo sich der Kreis am Ende schließt, ebenfalls ein beträchtliches Kreisstück ein, denn wir müssen nur noch bis Punkt C' fahren, weil wir sämtliche Tangenten, die den Kreis zwischen A und C' berühren, bereits am Anfang unserer Fahrt zwischen A und B geschnitten haben. Und nicht nur das. Wenn wir uns dann erst einmal am Punkt D befinden, können wir sogar noch mehr Weg einsparen und direkt auf die Tangente im Punkt C' senkrecht zusteuern, um auch gleich noch das gesamte Büschel der Tangenten zwischen D und C' zu schneiden.
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        Doch kommen wir mit dieser Strategie auf maximal 660Meilen bis zum Festland? Stellen wir uns den Kreis in ein Quadrat einbeschrieben vor. Das Quadrat hat dann die Seitenlänge 2, wenn wir mit der Einheit von 100Meilen rechnen, die gerade dem Kreisradius entspricht. Wenn wir B so wählen, dass er ein Eckpunkt eines solchen Quadrats ist, dann beträgt die Strecke von der jetzigen Position bis B genau √2, die Länge von B nach C beträgt dann 1.Wenn wir von C aus den halben Kreisumfang in Richtung D abfahren hat dieser Bogen die Länge π und wenn wir am Ende dieser Halbumrundung den Punkt D annehmen und von diesem aus senkrecht auf die Tangente an C' stoßen, hat dieses Reststück auch wieder die Länge 1.Die Längen dieser Stücke aufsummiert und mit 100Meilen multipliziert ergibt dies etwa 655,58Meilen.

      


      
        [zurück zum Text]
      

    

  


  
    
      
    


    
      

      
        [zurück zum Text]
      


      
        


        16 Kreative Geschenkideen


        Das Volumen eines Körpers ist immer proportional zur dritten Potenz einer ausgezeichneten Strecke oder Länge an diesem Körper, solange man zueinander ähnliche Körper betrachtet. Wir haben als Körper einen Kegel und verwenden als ausgezeichnete Strecke die Kegelhöhe. Wenn wir einen ungeschickten Ansatz wählen, können wir jedoch rasch zu einer umständlichen Gleichung dritten Grades gelangen, da wir es mit dritten Potenzen zu tun haben. Solche Gleichungen lassen sich zwar prinzipiell auch auflösen, jedoch sind die dafür benötigten Formeln nicht sehr geläufig und sehr viel unhandlicher als die Mitternachtsformel zur Auflösung quadratischer Gleichungen. Hier nun eine Lösung, die mit einfacher Schulmathematik gewonnen werden kann. Der Gesamtkegel habe die Höhe n, und wir zersägen den Kegel so wie der Kunsthandwerker Doppel-Moppel, so dass wir eine Spitze und einen unteren Teil erhalten. Die abgesägte Spitze habe noch die Resthöhe m. Das Kelchvolumen beträgt dann m3. Das untere Stück besitzt das Volumen n3 – m3. Wenn wir jetzt in das gewendete untere Stück die Spitze hineinstellen, dann müssen wir nochmal denjenigen Teil des Volumens der Spitze subtrahieren, welcher unterhalb des oberen Randes des Unterteils liegt. Dieser Volumenteil beträgt m3 – (2m – n)3. Somit ergibt sich das Ringvolumen zu n3 – 2m3 + (2m – n)3. Ihnen ist sicher aufgefallen, dass wir hier überhaupt nicht mit den tatsächlichen Volumina der Körper rechnen. Die tatsächlichen Volumina enthalten noch einen für den jeweiligen Körper typischen Formfaktor. Bei der Kugel z.B. wäre dieser Faktor 4/3 π bezogen auf den Kugelradius. Da wir jedoch gleich zwei Volumina zueinander ähnlicher Körper bzw. von Summen und Differenzen ähnlicher Körper gleichsetzen werden, können wir diesen Faktor auf beiden Seiten der Gleichung kürzen, und deshalb haben wir uns die Mühe von vornherein erspart, diesen Faktor umständlich einzuführen und mitzuführen. Gleichsetzen von Kelchvolumen und Ringvolumen führt zu m3 = n3 – 2m3 + (2m – n)3. Durch Ausmultiplizieren und Umstellen erhalten wir: 5m3 – 12m2n + 6mn2 = 0.


        Es spricht nichts dagegen, n auf den Wert 1 zu setzen und ausgehend von diesem Wert ein passendes m zu bestimmen. Immerhin haben wir ja angenommen, dass der ursprüngliche Kegel einen Meter Höhe haben sollte. Damit bekommen wir: 5m3 – 12m2 + 6m = 0. Division beider Seiten durch m führt dann auf eine Quadratische Gleichung mit der Lösung


        [image: ]


        Die zweite Lösung der Quadratischen Gleichung würde auf ein m führen, welches größer als n wäre und somit keiner geometrisch möglichen Gegebenheit entspräche.


        Der Kegel muss also in einer Höhe von


        [image: ]


        Meter über der Grundfläche auseinandergesägt werden. Das entspricht knapp 29cm.
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        17 Die Wägekunst der Beerenhexe


        Eine Überlegung vorneweg: Natürlich kann die Beerenhexe bei ihrer Balkenwaage die Gewichte in beide Waagschalen legen. Damit kann sie also nicht nur Summen, sondern auch Differenzen von Gewichten bilden. Um also 20Gramm Beeren abzuwiegen, würde die Beerenhexe in die eine Waagschale das 25-Gramm-Gewicht, in die andere Schale die Gewichte 1Gramm sowie 4Gramm zusammen mit den Beeren ablegen. Wenn wir jetzt systematisch alle möglichen Summen und Differenzen aus den bereits vorgegebenen Gewichten bilden, so stellen wir fest, dass wir einige Gewichte nicht bilden können, nämlich:


        18, 42, 43, 54, 55, 59, 63, 67, 68, 72,


        während wir alle übrigen Gewichte zwischen 1 und 74 zustande bringen. Unsere nächstgrößere Quadratzahl sollte nun zum einen etwa in der Größenordnung von maximal 2 × 74 liegen, weil wir mit den bisherigen Zahlen bis 74 kommen, und wenn wir von 2 × 74 74 (= alle anderen Gewichte) abziehen, direkt Anschluss an die Reihe der bisher wiegbaren Gewichte finden. Die am besten passende Quadratzahl wäre so betrachtet die 144.Allerdings würde dadurch die Zahl 18 noch immer nicht darstellbar sein, und wir wollen möglichst lange lückenlose Sequenzen in den wägbaren Gewichten erreichen, und daher suchen wir nach einer kleineren Quadratzahl, sodass 18 darstellbar wird. Dies erreichen wir mit der Quadratzahl 64.Damit wird dann nicht nur die 18 darstellbar, sondern auch die restlichen Zahlen, die bisher nicht darstellbar waren. Allerdings erhält man jetzt eine neue Menge nicht darstellbarer Zahlen. Nämlich die obigen Zahlen jeweils um 64 vergrößert, also 82…


        Das ist deshalb so, weil wir zwar die 64 haben, aber aus den restlichen Zahlen nicht den passenden Summanden bilden können. Wenn wir nun auf diese Art und Weise nach den nächstgrößeren passenden quadratischen Gewichten suchen, finden wir schließlich noch 196Gramm sowie 576Gramm. Damit wir auf 773Gramm kommen, müssen die beiden höchsten Gewichte auf jeden Fall in die leere Waagschale. Diese addieren sich zu 772Gramm. Somit muss noch das 1-Gramm-Gewicht dazu. In die Waagschale mit den Beeren kommt gar kein Gewicht. Die Antwort lautet also: 3Gewichte. Beachten Sie aber, dass dies kein vollständiger mathematischer Beweis war, sondern lediglich eine grobe Andeutung, wie man zur Lösung gelangt.
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        18 Wahrheit oder Lüge


        Sie können den Gesellen Folgendes fragen: «Stimmt es, dass du entweder ein Lügner bist oder das Adventssingen hinter der rechten Tür stattfindet?»


        Erstellen wir doch einfach dazu eine Tafel, was er wann sagt:


        [image: ]


        Man sieht, dass, egal, ob er ein Lügner oder kein Lügner ist, das Adventssingen hinter der rechten Tür stattfindet, wenn er ja sagt, und hinter der linken Tür, wenn er nein sagt.
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        19 Die Quadratur des Baumes


        Als Quadrate bezeichnet man auch Quadratzahlen. Jedes einzelne Streichholz steht für die Quadratzahl 1 als römische Ziffer geschrieben. Somit haben wir 6Quadrate. Allerdings sehen wir auch 5-mal die Potenz 11, die auch wieder dasselbe Quadrat, nämlich 1, ergibt. Somit sind wir bereits bei 11Quadraten. Ferner gibt es noch 4-mal 111 usw., sodass wir schließlich auf insgesamt 21Quadrate derselben Größe kommen und kein einziges Quadrat einer anderen Größe haben.


        [image: ]
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        20 Meine Güte, sind die groß geworden


        Monika wird morgen 13.


        Wenn das Produkt der Alter 1260 beträgt, dann schaut man am besten zuerst einmal auf die Primfaktoren dieser Zahl. Aus ihnen kann man evtl. Schlüsse auf die Anzahl und die Alter der Kinder ziehen.


        1260 = 2 × 2 × 3 × 3 × 5 × 7


        Dies ist leider nicht sehr aufschlussreich, aber früher betrug das Produkt der Alter einmal 715.Vielleicht sind die Primfaktoren dieser Zahl ergiebiger.


        715 = 5 × 11 × 13


        Damit wissen wir, dass Frau Rosenrot drei Kinder hat. Einjährige Kinder hatte sie damals nicht, denn die wären noch nicht in Kindergarten oder Schule gewesen, sodass sich in dem Produkt 715 keine versteckten Faktoren 1 befinden und sie keinesfalls mehr als drei Kinder hat. Zwar könnte sie theoretisch auch eine kleinere Anzahl von Kindern haben, aber schauen wir uns an, wie alt dann das älteste Kind mindestens sein müsste. Wenn wir das Produkt der beiden kleinsten Primfaktoren bilden, erhalten wir 5 × 11 = 55. Das älteste Kind wäre dann 55 gewesen, als Frau Kugelrund das letzte Mal gefragt hat. Vor 52Jahren war Frau Rosenrot aber noch nicht geboren, und deshalb hat sie drei Kinder, die noch vor einiger Zeit 5, 11 und 13Jahre alt waren.


        Da die Kinder nicht unbedingt alle am selben Tag Geburtstag haben, kann man nicht davon ausgehen, dass sie heute genau dieselben Altersunterschiede in Jahren haben wie damals, als das Produkt der Alter 715 betrug. Diese Jahresunterschiede können zwischen den einzelnen Befragungen jeweils um ein Jahr abweichen, je nachdem, an welchen Daten die Kinder Geburtstag haben und an was für einem Datum die Auskunft über ihr Alter gegeben wird.


        Die Alterskonstellation 7, 12 und 15Jahre ist die einzige, die sich aus den Faktoren von 1260 bilden lässt, sodass die Altersdifferenzen der einzelnen Kinder untereinander um nicht mehr als ein Jahr gegenüber der früheren Konstellation von 5, 11 und 13Jahren abweichen. Also sind die Kinder heute 7, 12 und 15Jahre alt. Würde nun als nächstes Kind nicht das zwölfjährige, sondern ein anderes Geburtstag feiern, dann würde diese Bedingung mit den Altersdifferenzen ebenfalls verletzt werden. Als nächstes hat also das zwölfjährige Kind Geburtstag und wird 13 Jahre alt. Und da wir wissen, dass Monika als nächstes Kind Geburtstag hat, wird Monika morgen 13.
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        21 Kreise lügen nicht


        Der tatsächliche Kreisradius, die Sehnenlänge und die Abstände der Heiligen Drei Könige untereinander sind völlig irrelevant für die Lösung der Aufgabe.


        Alle Sehnen gleicher Länge haben vom Kreismittelpunkt natürlich den gleichen Abstand. Stellen wir uns jetzt einfach einen kleinen Kreis vor, dessen Radius gerade diesem Abstand entspricht und dessen Mittelpunkt mit dem Mittelpunkt des größeren Kreises zusammenfällt. Dann sind alle Sehnen der passenden Länge Tangenten an diesen kleinen Kreis, und der kleine Kreis ist der Inkreis jeden Dreiecks, welches aus drei solchen passenden, gleich langen Sehnen an deren Schnittpunkten entsteht. Da der Mittelpunkt dieses Inkreises mit dem Mittelpunkt des großen Kreises identisch ist, befindet sich die Krippe innerhalb des Dreiecks.
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        22 Für eine Handvoll Pfefferkuchen


        Diese Aufgabe verleitet einen dazu, die abenteuerlichsten Konstruktionen in Gedanken durchzuspielen, und bestimmt sind dabei schon so einige Pfefferkuchen vor dem geistigen Auge zu Bruch gegangen, bei dem Versuch, sie noch um irgendeine Ecke zu biegen oder in einen Spalt zu quetschen. Dabei ist das Einzige, was man bei dieser Aufgabe strapazieren muss, die grauen Zellen. Die Lösung ist sehr simpel. Aber mal ehrlich, sind Sie sofort darauf gekommen? Stellen Sie sich doch einfach einen kleinen Würfel vor. Und jetzt stellen Sie sich 8 dieser kleinen Würfel vor, die Sie zu einem Würfel doppelter Kantenlänge zusammenlegen (2 übereinandergeschichtete 2 × 2 Quadratanordnungen). Der größte Abstand, den zwei dieser Würfel dann voneinander haben, ist gleich null. Kleiner geht’s wirklich nicht. Sieben Würfel kann man dann erst recht so zusammenlegen, dass sie paarweise den Abstand null haben. Wir stellen uns einfach acht solche Würfel entsprechend hingelegt vor, von denen wir dann einen entfernen. Was aber mit Würfeln geht, geht analog auch mit Quadern, selbst wenn diese aus Pfefferkuchen bestehen sollten.
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        23 Lichterkette


        Die Lichterkette suggeriert ja beinahe, dass man Hölzchen so verschieben soll, dass die Ziffern 7 bzw. 0 entstehen und man daraus irgendwie die Lösung konstruiert. Jedoch leitet sie einen damit völlig in die Irre. 10 201 = 101 × 101, das ist die Primfaktorzerlegung der Anzahl der verschiedenen Teiler jener Zahl, die Sie legen sollten. Das bedeutet zugleich, dass die Zahl nur zwei unterschiedliche Primteiler besitzt, die beide jeweils 100-mal vorkommen. Warum? In einem Teiler einer Zahl kann jeder ihrer Primteiler maximal so oft vorkommen, wie er in der Zahl selbst vorkommt, er kann in einem Teiler aber auch gar nicht vorkommen. Und das gilt für jeden ihrer Primteiler unabhängig voneinander. Die Anzahl der verschiedenen Teiler einer Zahl erhält man also, wenn man die um eins vermehrten Vorkommen jedes ihrer Primteiler miteinander multipliziert. Um eins vermehrt deswegen, weil der Primteiler in einem speziellen Teiler auch 0-mal vorkommen kann. Bei der gesuchten Zahl handelt es sich also um eine Zahl der Form (p1 × p2)100, p1 und p2 sind zwei verschiedene Primzahlen. Egal, wie viel Mühe Sie sich geben, die sieben Hölzchen, die Sie umlegen dürfen, werden nicht ausreichen, einen notwendigen Exponenten von 100, 50, 25, 20 oder 10 zu legen und dabei auch noch den Rest der Lichterkette in eine sinnvolle, genügend lange Ziffernfolge zu verwandeln. Tatsächlich werden Sie es nicht einmal schaffen, auch nur einen dieser Exponenten zu legen. Aber vermutlich haben Sie schon einmal etwas von dem Zahlwort Googol gehört, welches für die Zahl 10100 steht. 10100 erfüllt genau die Bedingung mit der Anzahl der Teiler, und das Wort GOOGOL lässt sich in Großbuchstaben durch das Verschieben von Streichhölzern tatsächlich legen. Nur zu dumm, dass man dazu acht Streichhölzer umlegen muss. Wenn wir jedoch die Seite auf den Kopf stellen, dann genügen sieben Streichhölzer, um daraus das Wort Googol zu legen, wenn man die farbig markierten Hölzchen wie folgt umlegt:


        [image: ]


        wird zu


        [image: ]


        Dass Sie dabei auch noch eine Zahl in Ziffernform erhalten, dürfen Sie getrost ignorieren.
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        24 Professor Evilowski und das teure Weihnachtsfest


        Wir kennen bereits den Nettopreis für eine Lichterkette, denn wenn eine Anhebung der Mehrwertsteuer um 10Prozent die Lichterkette um 8Evilar verteuert, dann kostet die Lichterkette netto (ohne Mehrwertsteuer) 80Evilar. Die 10Prozent Zuwachs der Mehrwertsteuer beziehen sich nämlich auf den Nettopreis. Nach der zweiten Mehrwertsteuererhöhung kostet die Lichterkette 140Evilar brutto (inklusive Mehrwertsteuer). Wir kennen zu diesem Zeitpunkt also den Netto- und den Bruttopreis und können daher leicht ausrechnen, wie hoch zu diesem Zeitpunkt der Mehrwertsteuersatz ist. Da 140/​80 = 1,75, beträgt der Mehrwertsteuersatz nach der Verdoppelung also 75Prozent und somit vor der Verdoppelung «nur» 37,5Prozent. Vor der Anhebung um 10Prozentpunkte Anfang November hatte Absurdistan also 27,5% Mehrwertsteuer auf Weihnachtsprodukte. Damit kostete eine Lichterkette ursprünglich umgerechnet 80 × 1,275 Evilar = 102Evilar.
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        25 Für ein paar Pfefferkuchen mehr


        Diese Aufgabe ist eine der schönsten Aufgaben in dieser Sammlung überhaupt, denn eine sehr simple Überlegung ist der Schlüssel zur Lösung. Wenn Sie auf diese jedoch nicht kommen, werden Sie es sehr schwerhaben, die Aufgabe zu lösen. Die Zahl 210 verleitet natürlich dazu, eine quaderförmige Anordnung der Lebkuchen anzunehmen, doch dieser Versuch wird leider zu keiner Lösung der Aufgabe führen. Immerhin, wenn Sie in Quadern denken, haben Sie wenigstens schon einen kleinen Schritt in Richtung Lösung unternommen, denn dann denken Sie in geometrischen Körpern. Wenn Sie aber einen Körper suchen, der bei gegebenem Volumen garantiert, dass die maximale Entfernung zweier beliebiger Punkte in diesem Körper minimal ist, dann ist dies die Kugel und ganz gewiss kein Würfel oder anderer Quader. Und 210Lebkuchen, jeder mit 70cm3, das ist doch sehr wohl ein gegebenes Volumen. Es ist zwar schlechthin unmöglich, aus Lebkuchen eine perfekte Kugel zu legen. Das ist aber auch gar nicht nötig. Eine ganz grobe Annäherung an eine Kugel ist immer noch besser als ein Quader. Da wir ziemlich viele Lebkuchen haben, ist es durchaus möglich, eine zumindest sehr grobe Annäherung zu legen. Entscheidend für eine solche Annäherung ist, dass, wenn wir unsere Lebkuchen schichtenförmig übereinandersetzen, die oberen Schichten gegenüber den darunterliegenden Schichten flächenmäßig abnehmen, genau so, wie wenn wir eine Kugel von oben nach unten in Scheiben schneiden würden. Wir beginnen mit einer ebenen, rechteckigen Schicht Pfefferkuchen, die aus 3 × 4 Pfefferkuchen besteht und 28cm breit sowie 30cm lang sein soll:


        [image: ]


        Der größte Abstand zweier Pfefferkuchen wird durch die diagonale Linie ersichtlich und lässt sich einfach nach dem Satz des Pythagoras berechnen:


        


         d1=√142 + 102 cm = √296 cm


        


        Nun legen wir 13 solche Schichten der 1cm dicken Pfefferkuchen deckungsgleich übereinander. Der größte Abstand zweier Pfefferkuchen ist nun jener zwischen dem weißen Kreuz, welches wir an der Ecke auf der Oberseite des entsprechenden Eck-Lebkuchens der untersten Schicht annehmen, und dem dunklen Punkt, den wir analog an der Ecke auf der Unterseite des diagonal gegenüberliegenden Eck-Lebkuchens der obersten Schicht annehmen. Das weiße Kreuz und der dunkle Punkt haben damit eine Höhendifferenz von 11cm.


        Den Abstand zwischen beiden Punkten kann man wieder nach Pythagoras berechnen, und er ergibt sich zu


        


        d2 = √142 + 102 + 112 cm = √417 cm


        


        was ganz sicherlich weniger als 21cm ist, denn 212 = 441. In diesen 13Schichten haben wir 156 der 210Pfefferkuchen untergebracht. Würden wir eine 14. solche Schicht aufbringen, dann hätten wir bereits einen Maximalabstand zwischen den Pfefferkuchen von √440 cm und wären nur um Haaresbreite von den 21cm entfernt, hätten aber dennoch erst 168Pfefferkuchen untergebracht und würden mit den restlichen 42Lebkuchen sicherlich die 21-cm-Grenze durchbrechen. Deshalb beginnen wir nun damit, kleinere Schichten aufzutragen. Und zwar wie folgt:


        [image: ]


        Auf die 13 unteren Lebkuchenschichten legen wir drei weitere Schichten zu je neun Lebkuchen wie in der Grafik. Die vertikalen Ränder der oberen Lebkuchenschichten verlaufen dabei jeweils genau über den Mitten der Lebkuchen der unteren Schichten, während sich die horizontalen Ränder beider Schichten decken. Damit haben wir 183Lebkuchen verbaut. Wie groß ist nun der Maximalabstand zwischen den Lebkuchen der unteren 13Schichten und den Lebkuchen der drei oberen Schichten? Wenn sich der helle Punkt auf der Unterseite des obersten Ecklebkuchens und der dunkle Punkt auf der Oberseite des untersten Ecklebkuchens befinden, dann ist der Abstand dieser beiden Punkte unser Maximalabstand d3 zwischen Lebkuchen der drei oberen und der 13 unteren Schichten. Der Höhenunterschied beträgt 14cm, der Abstand bezüglich der Breite 10,5cm und bezüglich der Länge 10cm. Also ist d3 sogar geringfügig kleiner als d2. Dennoch, wir haben noch immer 27Lebkuchen unterzubringen, und zwei weitere Schichten zu je neun Lebkuchen würden unsere Grenze von 21cm überschreiten. Doch eine Kugel ist schließlich nicht nur oben rund, sondern sie ist es auch unten und verjüngt sich auch nach unten hin. Was passiert, wenn wir noch drei weitere Schichten zu je neun Lebkuchen genauso unter die 13 größeren Schichten setzen, wie wir sie zuvor darauf gesetzt haben? Zunächst wird der Maximalabstand zwischen Lebkuchen der drei unteren Schichten und der 13 mittleren Schichten exakt der gleiche sein wie jener zwischen den Lebkuchen der drei oberen und der 13 mittleren Schichten. Diesbezüglich liegen wir also noch innerhalb der vorgegebenen 21cm. Was wir jedoch noch berechnen müssen, ist der maximale Abstand d4 zwischen Lebkuchen der drei untersten und der drei obersten Schichten. Die Höhendifferenz zwischen oberstem und unterstem Lebkuchen beträgt dann 17cm, der Abstand bezüglich der Breite 7cm und bezüglich der Länge 10cm. Somit ist


        
          
        


        
          [image: ]

          

        


        d4 = √172 + 102 +72 cm = √438 cm


        


        und damit sind alle 210Lebkuchen so angeordnet, dass der maximale Abstand zwischen je zwei von ihnen weniger als 21cm beträgt. Lothar hat deshalb eine Chance, seine Wette zu gewinnen, und Frau Honigsüß ist gut beraten, sich nicht darauf einzulassen.
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        26 Carl Friedrichs Fleißaufgabe


        Sie haben es bestimmt erkannt. Es handelt sich um eine Abwandlung der Anekdote vom großen Mathematiker Carl Friedrich Gauß, der in der Schule alle Zahlen von 1 bis 100 addieren sollte, weil der Lehrer eine Zeitlang ungestört sein wollte. Damals fand der junge Gauß, dass man die einzelnen Zahlen durch geschicktes Zusammenfassen ganz leicht addieren kann. Wenn man 1 und 99, 2 und 98, 3 und 97 usw. paarweise zusammenfasst, lässt sich die Summe sehr leicht im Kopf ausrechnen. Unsere Aufgabe ist allerdings etwas komplizierter, aber sie lässt sich dennoch auf ähnliche Weise und auch ohne Taschenrechner bewältigen. Das Hauptproblem besteht darin, systematisch alle Zahlen zu erfassen, die mit demselben Buchstaben beginnen, mit dem sie auch aufhören. Die Betonung liegt dabei auf systematisch. Schwierig ist diese Systematik auch deshalb, weil im Deutschen die Zahlen nicht unbedingt in der Reihenfolge der Ziffern gesprochen werden. Es geht also bei dieser Aufgabe auch darum, keine Zahlen zu vergessen. Wer diese Aufgabe richtig lösen konnte, beweist unter anderem und ganz besonders, dass er systematisch vorgehen kann und keine Details übersieht.


        Zahlen können überhaupt nur mit den Buchstaben N, E, Z, D, V, F, S, A beginnen und mit den Buchstaben S, I, R, F, N, T und D für… tausend, sowie E für eine Milliarde, eine Billiarde usw. enden. Der Buchstabe E braucht uns also gar nicht zu interessieren, weil wir es mit so großen Zahlen gar nicht zu tun haben. Ansonsten interessieren uns nur solche Buchstaben, die sowohl Anfangs- als auch Endbuchstabe sein können, also: D, F, N und S.Der Buchstabe D kann dabei nur bei Zahlen, die größer oder gleich eintausend sind, als letzter Buchstabe auftreten.


        Passende Zahlenanfänge sind jedenfalls:


        


        
          
            
              	
                Drei

              

              	
                (Dreizehn, Dreiundzwanzig,…, Dreißig, Dreihundert, Dreihunderteins…)

              
            


            
              	
                Fünf

              

              	
                (Fünfzehn, Fünfundzwanzig,…, Fünfzig, Fünfhundert, Fünfhunderteins…)

              
            


            
              	
                Sechs

              

              	
                (Sechzehn, Sechsundzwanzig,…, Sechzig, Sechshundert, Sechshunderteins…)

              
            


            
              	
                Sieben

              

              	
                (Siebzehn, Siebenundzwanzig…)

              
            


            
              	
                Neun

              

              	
                (Neunzehn…)

              
            

          
        


        Passende Zahlenenden sind:


        


        Tausend


        Fünf, Elf, Zwölf


        Sieben, Neun, Zehn (dreizehn, vierzehn…)


        Sechs


        


        Die Zahlen unter 1000 können wir leicht aufzählen, denn davon gibt es nicht so viele. Es sind:


        


        5, 6, 9, 19, 505, 511, 512, 601, 606, 701, 706, 909, 910, 913, 914, 915, 916, 917, 918 und 919


        


        5 + 6 + 9 + 19 + 505 + 511 + 512 + 601 + 606 + 701 + 706 = 4181


        


        Die 900er (909, 910, 913, 914,…, 919) wollen wir jetzt mit demselben Trick addieren, den Gauß benutzte. Im Wesentlichen haben wir hier 9 × 910 stehen, es kommen nur noch ein paar Kleinigkeiten dazu nämlich 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 sowie – 1 für die 909.Diese Kleinigkeiten machen zusammen 41.Zuzüglich der 9 × 910 ergibt 41 + 8190 = 8231, und zusammen mit den Zahlen, die kleiner als 900 sind, erhalten wir: 4181 + 8231 = 12412.


        Damit ist der «Kleinkram» erledigt. Um auch ohne Taschenrechner ans Ziel zu kommen, überlegen wir uns aber erst einige Vereinfachungen. Dazu notieren wir etwa bequem Folgendes: 74xyzw29, wenn wir beispielsweise alle achtstelligen Zahlen meinen, die mit 74 beginnen und mit 29 enden und dazwischen beliebige 4Ziffern haben können. Solche Zahlen gäbe es dann genau 10000Stück. Und wie würden wir diese 10000Zahlen ohne Taschenrechner addieren? Das Prinzip haben wir bereits bei der Addition der 900er vorher gesehen. Jede einzelne der 10000Zahlen hat einen unveränderlichen Anteil von 74000029, zu welchem dann noch der veränderliche Anteil, nämlich 0 × 100, 1 × 100, 2 × 100 bis 9999 × 100, hinzukommt. Für den unveränderlichen Anteil brauchen wir lediglich 74000029 mit 10000 zu multiplizieren oder können einfach vier Nullen hinten anhängen: 740000290000.Wir haben ja 10000Zahlen und deshalb auch 10000-mal diesen Grundanteil. Das ist wirklich sehr einfach zu rechnen. Und wie berechnen wir die Summe 0 × 100 + 1 × 100 +… + 9999 × 100? Wir addieren zuerst alle Zahlen von 1 bis 9999, und das Ergebnis multiplizieren wir anschließend mit 100, indem wir zwei Nullen anhängen. Dazu gehen wir vor wie der kleine Gauß und gruppieren (1 + 9999) + (2 + 9998) + (3 + 9997) + (4 + 9996) +… + (4999 + 5001) + 5000, was 4999-mal 10000 plus 5000 oder 49995000 ergibt; mit 100 multipliziert, ergibt sich dann 4999500000.Wenn wir also alle Zahlen der Form 74xyzw29 addieren, erhalten wir als Ergebnis: 740000290000 + 4999500000 = 744999790000.


        


        Nachdem nun die Methodik klar ist, wollen wir uns an die weitere Lösung der Aufgabe machen. Widmen wir uns nun dem Buchstaben D. Hier kommen nur Zahlen in Betracht, die auf tausend enden, also zwischen drei und fünf Nullen am Ende haben, und die mit drei usw. beginnen. Es handelt sich um 30000, sowie x3000 (dreitausend, dreizehntausend, dreiundzwanzigtausend,…, dreiundneunzigtausend) und 3xy000.Macht ausgerechnet nach den bekannten Methodiken: 30000 + 480000 + 34950000 = 35460000.


        Als Nächstes nehmen wir den Buchstaben F unter die Lupe. Dabei interessieren uns Zahlen, die mit «fünf» beginnen und mit «fünf», «elf» oder «zwölf» enden.


        Das wären x5y05, x5y11, x5y12 (für 5005 bis 95912) und 50x05, 50x11, 50x12 (für 50005 usw.) sowie 5xyw05, 5xyw11 und 5xyw12 (für 500005 bis 599912). Gerade für die drei ersten Muster muss man nochmal etwas schärfer nachdenken als bisher, weil die Platzhalter-Buchstaben nicht in einer ununterbrochenen Reihenfolge stehen, aber am Grundprinzip ändert sich nichts. Ich werde hier nicht erklären, wie man diese Muster genauso elegant summieren kann, denn wenn Sie es nicht selbst herausfinden können, so können Sie die Aufgabe dennoch durch etwas mehr Fleiß lösen, indem Sie z.B. das Muster x5y05 in zehn Einzelmuster 5y05, 15y05, 25y05,…, 95y05 zerlegen, die Sie dann getrennt aufsummieren. Schöner wäre es natürlich, wenn Sie eine elegantere Rechen-Variante finden würden. Für die einzelnen Muster ergeben sich die aufsummierten Beträge: 5045500 + 5046100 + 5046200 + 504550 + 504610 + 504620 + 549955000 + 549961000 + 549962000 = 1666529580.


        Der nächste Buchstabe wäre das S. Hier kommen Zahlen in Betracht, die mit «sechs» oder «sieben» beginnen und mit «eins» oder «sechs» enden. Wir haben also die Muster x6y01, x6y06, x7y01, x7y06, 60x01, 60x06, 70x01, 70x06, 6xyz01, 6xyz06, 7xyz01, 7xyz06.Diese Muster führen zu den Einzelsummen: 5145100 + 5145600 + 5245100 + 5245600 + 604510 + 604560 + 704510 + 704560 + 649951000 + 649956000 + 749951000 + 749956000 = 2823213540.


        Als Letztes bleibt noch der Buchstabe N mit den Mustern x9y09, x9y10, x9y13 bis x9y19, 90x09, 90x10, 90x13 bis 90x19 und 9xyz09, 9xyz10, 9xyz13 bis 9xyz19, was in der Summe 8606840910 ergibt. Summa summarum ist die Summe aller Zahlen bis eine Million, die mit demselben Buchstaben aufhören, mit dem sie beginnen, gleich 13132056442.

      


      
        [zurück zum Text]
      

    

  


  
    
      
    


    
      

      
        [zurück zum Text]
      


      
        


        27 Eine Frage der Gerechtigkeit


        Der Einkauf wird sich nicht gerecht verteilen lassen. Wenn bisher jedes Familienmitglied x Bratwürste und x Hähnchenschenkel bekam, dann war die Gesamtzahl der eingekauften Stücke 8 × x. Wie viele Hähnchenschenkel hat Frau Rosenrot für dieses Weihnachtsfest gekauft? Wenn wir diese Zahl y nennen, dann gilt y + (y – 4) = 8 × x (y steht für die Hähnchenschenkel, y – 4 steht für die Bratwürste), also:


        


        2 × y – 4 = 8 × x oder y – 2 = 4 × x bzw. y = 4 × x + 2.


        


        4 × x + 2, also y, ist aber auf gar keinen Fall durch 4 teilbar. Tatsächlich ist Folgendes passiert: Der Metzger hat ihr zwei Würste weniger und 2Hähnchenschenkel mehr eingepackt. Insgesamt sind das nun 4Hähnchenschenkel mehr, als es Würste sind, und die Gesamtzahl der Stücke ist auch gleich geblieben, aber im Endeffekt sind es eben nur zwei Hähnchenschenkel mehr als letztes Jahr, und diese beiden Schenkel lassen sich eben nicht gerecht unter vier Personen aufteilen.
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        28 Professor Evilowski liebt Weihnachten


        Dies ist eine rechenintensivere Aufgabe mit großen Zahlen, und ein Taschenrechner kann bei der Lösung gute Dienste leisten. Damit wir bequemer rechnen können, bezeichnen wir die erbeuteten Beträge der einzelnen Ganoven mit Buchstaben – nach folgendem Schema:


        


        Ede = a, Joe = b, Bud = c, Bob = f, Tom = d, Jim = g, Toni = i, Bill = e und Kalle = h. Wir haben also die 6Gleichungen:


        


        a × f = i (*)

        a × b = c (**)

        f + d = g (***)

        b + d = e (****)

        i – e = h

        c – g = h


        


        Sowie noch drei weitere Zusatzbedingungen. Aber keine Sorge, wir müssen kein nichtlineares Gleichungssystem von neun Gleichungen mit neun Unbekannten lösen.


        Bevor wir aber gleich die Zahlenmonster in irgendwelche Gleichungen einsetzen, empfiehlt es sich dringend, die Aufgabe anderweitig zu vereinfachen. Jetzt wechseln wir einmal in Gedanken die Perspektive und tun nicht so, als wollten wir ein Rätsel lösen, sondern eines konstruieren, und als hätten wir jede Menge Freiheiten, wie wir die Zahlenwerte wählen können. Da es vermutlich schwieriger ist, stimmige Produkte als stimmige Summen und Differenzen zu erhalten, nehmen wir einfach an, wir dürften a, b und f frei wählen, sodass sich c und i jeweils unmittelbar ergeben würden. Dann müssten wir lediglich noch die 4 verbleibenden Werte für d, e, g und h bestimmen. Da uns dafür 4Gleichungen zur Verfügung stehen, sieht diese Aufgabe grundsätzlich lösbar aus. Diese 4Gleichungen lauten, wenn wir die Werte, die wir nicht mehr suchen, weil wir sie vorgegeben haben oder sie durch diese vorgegebenen Werte vollständig bestimmt sind, nach rechts bringen:


        


        d – e = –b (1)

        d – g = –f (2)

        e + h = i (3)

        g + h = c (4)


        


        Dies ist ein recht überschaubares Gleichungssystem. Sehen wir, was wir damit anfangen können.


        Wenn wir (1) von (2) subtrahieren erhalten wir:


        


        e – g = b – f (2')


        


        Wenn wir auch noch (2') von (3) abziehen, bekommen wir:


        


        g + h = i + f – b (3')


        


        Daraus folgt aber mit (4):


        


        b + c = i + f (5)


        


        also i = b + c – f


        


        Setzen wir diesen Wert für i ein in (*), gibt das:


        


        a × f = b + c – f, und ersetzen wir c noch gemäß (**), haben wir:


        a × f = b + a × b – f oder


        a × f – a × b = b – f bzw.


        a × (f – b) = b – f


        


        Das kann nur bedeuten, dass a = –1



        oder dass b – f = 0 also b = f. (6)



        


        a = –1 ergibt aber keinen Sinn, denn negative Euros wird Ede wohl kaum erbeutet haben. Folglich ist b = f. Zusammen mit (5) folgt aber, dass dann auch


        


        i = c (7)


        


        gilt.


        Mit (***) und (6) ergibt sich b + d = g, und daraus folgt weiter, dass auch


        


        e = g (8)


        


        Die ursprünglichen neun Unbekannten reduzieren sich nach (6), (7) und (8) somit auf sechs Unbekannte und ergeben folgendes Rechenschema:


        [image: ]


        Wir könnten nun beispielsweise a, b und d frei wählen und daraus sehr leicht die übrigen Werte ableiten, zumindest wenn da nicht noch die drei weiteren Bedingungen über die Gesamtsumme, über die Summe a + b und die Summe d + h, gegeben wären. Es wäre übrigens keine legitime Schlussfolgerung gewesen, anzunehmen, nur weil das Rechenschema bezüglich der Anordnung seiner Operatoren achsensymmetrisch bezüglich der von links oben nach rechts unten verlaufenden Diagonalen ist, dass allein schon deswegen die an dieser Achse gespiegelten Werte jeweils auch paarweise gleich sein müssten. In der fettgedruckten Schlussfolgerung wären rechnerisch auch unterschiedliche Werte für b und f möglich. Wenn man für a den negativen Wert –1 akzeptieren würde, wird dies offensichtlich. Nun aber zur zahlenmäßigen Lösung:


        


        Da die Summe a + b gegeben ist, können wir sowohl b als auch c eliminieren (durch a ausdrücken).


        Es ist b = 24122010 – a und c = 24122010 × a – a2


        


        Da wir die Gesamtsumme und auch die Summe d + h kennen, können wir ganz leicht e als Ausdruck von a berechnen als:


        


        e = 1/2 [Gesamtsumme – a – 2 × b – 2 × c – (d + h)] =


        1/2 [1314831659 – a – 2 × (24122010 – a) – 2 × (24122010 × a – a2) – 385951888] = 1/2 (880635751 – 48244019 × a + 2 × a2)


        


        Damit können wir jetzt d und auch h in Abhängigkeit von a bestimmen.


        


        d = e – b = 1/2 (832391731 – 48244017 × a + 2 × a2)


        h = c – e = 24122010 × a – a2 – 1/2 (880635751 – 48244019 × a + 2 × a2) = 1/2 (–880635751 + 96488039 × a – 4 × a2)


        


        Die Summe h + d kennen wir aber und können damit a bestimmen:


        


        385951888 = 1/2 (–48244020 + 48244022 × a – 2 × a2) oder


        a2 – 24122011 × a + 410073898 = 0


        


        Diese quadratische Gleichung besitzt allerdings zwei positive ganzzahlige Lösungen:


        


        a = 12061005,5 ± √145467853671030,25–410073898


        = 12061005,5 ± 12060988,5 = 17 oder 24121994


        


        Da wir alle Größen in Abhängigkeit von lediglich a angegeben haben, können wir diese nun durch Einsetzen von a gewinnen. Wir haben aber zwei mögliche Werte für a erhalten. Es stellt sich heraus, dass wir nur mit a = 17 eine passende Gesamtlösung erhalten. Und wir erhalten nacheinander:


        b = 24121993


        c = 410073881


        e = 30244003


        d = 6122010


        h = 379829878


        


        Somit hat Ede lediglich 17Euro erbeutet. Joe und Bob haben jeweils 24121993Euro angeschleppt, Toni und Bud brachten es auf jeweils 410073881Euro, Jim und Bill erbeuteten jeweils 30244003, Tom kam auf 6122010Euro, und Kalle zog 379829878 an Land.
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        29 Im Aquarium geht’s rund


        Es ist kein Wunder, wenn Sie die Lösung nachschlagen möchten, denn die Aufgabe ist recht trickreich. Dennoch handelt es sich um eine der schönsten Aufgaben in diesem Buch, und man sollte sich den Genuss, die Lösung selbst zu finden, nicht entgehen lassen. Nun denn! Wir kennen die Höhe und das maximale Fassungsvermögen des Aquariums, und damit kennen wir auch seine Querschnittsfläche = 150000cm3/ 50cm = 3000cm2, was so viel heißt, dass wir drei Liter benötigen, um den Wasserspiegel um 1cm anzuheben. Das Einzige, was uns fehlt, um die Aufgabe zu lösen, ist das Gesamtvolumen der Kugeln des Unterwassermobiles. Natürlich können wir aus den Gleichgewichtsbedingungen der beiden Mobiles Gleichungen aufstellen, deren Lösungen uns das Gewicht jeder einzelnen Kugel angeben. Doch handelt es sich bei diesen Lösungen um nackte Zahlen ohne Maßeinheiten. Wenn also zum Beispiel herauskommen sollte, dass die horizontal gestreifte Kugel 3 und die dunkle 5 wiegt, dann kennen wir noch immer nicht die Einheit. Sind das drei Gramm, drei Tonnen oder 3Pfund? Und das ist ja eigentlich auch logisch, denn wenn diese Mobiles sich im Gleichgewicht befinden, dann tun sie das auch, wenn wir jede einzelne Kugel um denselben Faktor schwerer machen. Damit wir am Ende doch die tatsächlichen Massen der einzelnen Kugeln bestimmen können, wurde angegeben, dass die horizontal gestreifte Kugel 10Gramm schwer ist. Das ist unser Ausgangspunkt. Wir kennen das Gewicht der horizontal gestreiften Kugel und können mit diesem Gewicht und dem Gewichtsverhältnis zu den anderen Kugeln, sobald wir das ausgerechnet haben, das Gewicht jeder einzelnen Kugel bestimmen. Das einzige verbleibende Problem ist, dass uns das Gewicht der einzelnen Kugeln absolut nicht interessiert; wir brauchen stattdessen die Volumina der Kugeln. Erst wenn wir auch die Dichten der Kugeln kennen würden, könnten wir aus ihren Massen auch ihre Volumina berechnen. Nun ist glücklicherweise bei Körpern gleichen Volumens, wie etwa bei unseren Kugeln, die Dichte proportional zur Masse. Wir können ausgehend von den Mobiles deshalb auch Gleichungen für die Dichten anstatt für die Massen der Kugeln aufstellen. Das sieht zwar auf den ersten Blick so aus, als hätten wir damit nichts gewonnen, weil wir ja beides benötigen, Dichte und Masse, um das Volumen bestimmen zu können, aber die Masse einer blauen Kugel kennen wir ja bereits, sodass wir mit diesem Ansatz zu einer Lösung kommen sollten. Nun verhalten sich Mobiles unter Wasser anders als an der Luft, was an dem Auftrieb liegt, den die einzelnen Kugeln erfahren. Dies müssen wir mit berücksichtigen. Da jede Kugel den Auftrieb erfährt, der dem Gewicht des von ihr verdrängten Wassers entspricht, welches eine Dichte von 1 hat, können wir für die Gleichgewichtsbedingungen des Unterwassermobiles so tun, als hätten die Kugeln dort eine um 1 (g/​cm3) verminderte Dichte. Bezeichnen wir die Dichte der vertikal gestreiften Kugeln mit A, die der hellen Kugeln mit B, die der horizontal gestreiften Kugeln mit C und die der dunklen Kugeln mit D, dann erhalten wir für das «Luftmobile» folgende Gleichungen:


        


        B + C – D = 0 (1) und


        2A – B – D = 0 (2)


        


        Für das Unterwasser-Mobile erhalten wir:


        


        3 × (A – 1) = 4 × (B – 1) und


        3 × (A – 1) + 4 × (B – 1) = 4 × (C – 1) + 4 × (D – 1)


        


        Ein wenig umgestellt, ergibt dies:


        


        3A – 4B = –1 (3) und


        3A + 4B – 4C – 4D = – 1 (4)


        8B – 4C – 4D = 0 wegen (4) – (3) was äquivalent ist, zu


        2B – C – D = 0 (5)


        


        Ferner erhalten wir:


        


        5B – 3D = 2 (6) aus 3 × (2) – 2 × (3)


        


        Außerdem gilt:


        


        –3C + D = 0 (7), wegen (5) – 2 × (1) und auch


        –5C + 2D = 2 (8), wegen (6) – 5 × (1)


        


        Schließlich bekommen wir:


        


        C = 2, wegen (8) – 2 × (7)


        


        Dann ist sukzessive D = 6, wegen (7), B = 4 wegen (5) und A = 5 wegen (3).


        


        C, die Dichte der horizontal gestreiften Kugel, beträgt also 2, und zwar nicht 2 irgendetwas, sondern 2Gramm/​cm3 und nicht etwa 2Unzen pro Liter. Das können wir deshalb sagen, weil wir genau bezüglich dieser Maßeinheit (g/​cm3) jeweils eins von den Dichten des Unterwassermobiles subtrahiert haben. Hätten wir die Dichte nicht in g/​cm3 gerechnet, so hätten wir statt eins eine andere Zahl für die Dichten der Kugeln unter Wasser subtrahieren müssen. Die blaue Kugel mit der Masse 10Gramm hat also ein Volumen von 5cm3. Da alle Kugeln das gleiche Volumen haben und das Unterwasser-Mobile aus 15Kugeln besteht, verdrängt es 75cm3 Wasser. Damit steigt das Wasser im Aquarium um 0,25mm.
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        30 Dreisatz und dreißig Aufsätze


        Diese Aufgabe kann natürlich nur dann sinnvoll gelöst werden, wenn man annimmt, dass alle Lehrer jeweils gleich schnell korrigieren, also dieselbe Seitenzahl pro Stunde schaffen.


        


        Wenn x die Anzahl der Schüler der Klasse ist, dann haben die 7Lehrer zusammen 30 × x Seiten zu korrigieren, das macht pro Lehrer ein Arbeitspensum von 30 × x/7 Seiten. Die 5Lehrer haben zusammen 18 × x Seiten zu korrigieren und ein Pensum von 18 × x/5 Seiten pro Lehrer zu bewältigen. Im Schnitt müssen die 7Lehrer also deutlich mehr korrigieren als die 5Lehrer. Wie kann es dann sein, dass trotzdem beide Male genau die gleiche Zeit benötigt wird?


        Der springende Punkt ist, dass man die Korrektur eines einzelnen Aufsatzes nicht auf mehrere Lehrer verteilen kann, denn ein Aufsatz wäre nicht mehr sinnvoll bewertbar, wenn ein Lehrer nur den Anfang und ein anderer nur den Schluss lesen würde. Bei einer Mathematikarbeit mag das anders sein. Am Anfang gibt es genügend Aufsätze zu korrigieren, sodass alle Lehrer simultan mit der Korrektur beschäftigt sind, doch irgendwann ist der Großteil der Aufsätze korrigiert, und es bleiben nur noch einige wenige, ggf. deutlich weniger als die Zahl der Lehrer übrig. Weil man aber einen einzelnen Aufsatz nicht unter mehreren Lehrern aufteilen kann, können im ungünstigsten Fall viele Lehrer mit Abwarten beschäftigt sein, bis einige wenige Lehrer die letzten Aufsätze korrigiert haben. Für sieben Lehrer ist es z.B. gleich, ob sie 15 oder 20Aufsätze korrigieren müssen. In jedem Falle bräuchten sie zusammen die Zeit, die einer von ihnen für drei Aufsätze benötigte. Nur würden im einen Falle im letzten Zeitdrittel fast alle Lehrer Däumchen drehen, und im andern Falle wären fast alle Lehrer bis zum Schluss mit Korrekturen ausgelastet. Auf diese Weise wird verständlich, wieso trotz eines unterschiedlichen durchschnittlichen Arbeitspensums die gleiche Gesamtzeit benötigt werden kann.


        


        Nun verhalten sich die 18Seiten des einen Aufsatzes zu den 30Seiten des anderen wie 3 zu 5, und da der Seitenumfang auch proportional zum Zeitaufwand der Korrektur angenommen wird, verhalten sich so auch die Zeiten für die Korrektur einer einzelnen Arbeit. Doch die Lehrer korrigieren ja nicht eine Arbeit nach der anderen, sondern, soweit möglich, korrigieren immer alle Lehrer simultan jeweils eine Arbeit. Damit beide Lehrergruppen bei dem Zeitverhältnis von 3 zu 5 für jeweils einen Korrekturdurchgang auf die gleiche Gesamtzeit kommen, muss sich die Zahl der Durchgänge umgekehrt im Verhältnis 5 zu 3 befinden. Damit 5Lehrer 5Korrekturdurchgänge benötigen, muss die Zahl der Aufsätze zwischen 21 und 25 betragen. Damit die 7Lehrer 3Korrekturdurchgänge benötigen, muss die Zahl der Aufsätze zwischen 15 und 21 betragen. Das würde nur die Zahl von 21Aufsätzen und damit eine Klassengröße von 21Schülern zulassen. Diese Lösung ist zwar zahlenmäßig richtig, aber noch nicht ganz korrekt, weil wir noch etwas übersehen haben. Wir haben erkannt, dass die Zahl der Korrekturdurchgänge im Verhältnis 5 zu 3 stehen muss, aber das heißt ja nicht automatisch, dass es sich dann um 5 und 3Durchgänge handeln muss, es könnte sich ja auch um 10 und 6, um 15 und 9 usw. Durchgänge handeln. Für k > 1 bedeuten aber 3k Korrekturdurchgänge bei 7Lehrern: maximal 7 × 3k Aufsätze können korrigiert werden, und für 5k Korrekturdurchgänge von 5Lehrern gilt, dass minimal 5 × 5k – 4 Aufsätze korrigiert werden. Damit eine Zahl von Aufsätzen existiert, sodass diese Limits eingehalten werden, muss 7 × 3k ≥ 5 × 5k – 4 gelten oder 4 ≥ 4k, also k ≤ 1. Somit kommt tatsächlich nur eine Schülerzahl von 21 als einzig mögliche Klassengröße in Betracht.
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        31 Das neue Haus vom Nikolaus


        Bei diesem Rätsel kommt es wie bei dem altbekannten Haus vom Nikolaus auch darauf an, an der richtigen Stelle zu beginnen und aufzuhören. Besser gesagt, gibt es genau zwei Stellen, an denen Sie beginnen oder aufhören können. Wenn Sie es von einer anderen Stelle aus versuchen, ist die Aufgabe nicht lösbar. Gemeinerweise befinden sich die Punkte, an denen man beginnen kann, nicht außen rechts oder links, sondern in der Mitte, wo man beim wahllosen Probieren eher nicht geneigt ist, anzufangen. Wenn man erst einmal einen geeigneten Startpunkt hat, ist der Rest sehr einfach, auch wenn er kompliziert aussieht. Man wird dann fast zwangsläufig zu einer der vielen möglichen Lösungen geführt.


        [image: ]


        Doch durch welche Überlegung findet man diejenigen Punkte heraus, bei denen man beginnen kann? Wenn Sie einen Knoten nehmen, welcher kein Anfangs- oder Endpunkt ist, dann werden Sie ihm nur auf der «Durchreise» begegnen, evtl. sogar mehrmals. Nur jedes Mal, wenn Sie an so einem Knoten vorbeikommen, nehmen Sie eine Strecke, die zu ihm hinführt, und danach eine andere Strecke, die wieder von ihm wegführt. Jede Durchreise durch einen Knoten ist also mit zwei Strecken an dem Knoten verknüpft, die dabei «verbraucht» werden. Die Gesamtzahl aller zu einem Durchreiseknoten führenden Strecken ist also gerade. Wenn ein Knoten eine ungerade Zahl an Strecken besitzt, dann kann die überzählige Strecke nicht für Durchreisen gebraucht werden und stellt folglich entweder den Anfang der Reise oder den Zieleinlauf dar.
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        32 Absurdistan im Größenwahn


        Die Ausmaße der Seitenflächen sind sehr irritierend, und es dürfte schwerfallen, sich ad hoc eine solche Pyramide vorzustellen. Dennoch, wir wurden ja nicht gefragt, wie sie aussieht, sondern wir sollen den Umfang ihrer Basisfläche bestimmen. Da die kleinste Seitenfläche einen Quadratmillimeter misst, nehmen wir den Millimeter als Einheit für unsere Rechnungen. Wir kennen noch die Flächenformel für das Dreieck aus der Schule, nämlich


        


        [image: ]


        


        Die Fläche rechtwinkliger Dreiecke ist damit besonders einfach zu berechnen, denn es ist gerade das halbe Produkt der aufeinander senkrecht stehenden Seiten. Da an der Spitze der Pyramide alle Kanten senkrecht aufeinanderstehen, handelt es sich bei den Seitenflächen der Pyramide ausnahmslos um rechtwinklige Dreiecke. Die drei Kanten, die sich an der Pyramidenspitze treffen, nennen wir a, b und c. Es sollen a und b die kleinste Seitenfläche einschließen, und b und c sollen die größte Seitenfläche einschließen. Wir nennen die kleinste Seitenfläche A1, die zweitgrößte A2, und die größte nennen wir A3. Dann gilt:


        


        A1 = 1mm2


        A2 = 10000000mm2


        A3 = 100000000000mm2


        


        und wir wissen, dass


        


        [image: ]
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        Wir interessieren uns aber nicht für die Flächen A1 bis A3, sondern für die drei Seitenlängen a, b, c, denn wenn uns diese bekannt sind, dann können wir, da es sich um rechtwinklige Dreiecke handelt, die drei Seiten des Basisflächendreiecks nach dem Satz von Pythagoras berechnen. Aber die drei Seitenlängen bekommen wir mit Leichtigkeit. Schauen wir uns doch einfach die drei letzten Formeln an. Aus diesen folgt doch:


        


        [image: ]


        


        [image: ]
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        Genauso folgt:


        


        [image: ]


        


        und b = √2 × 100mm, was etwa 14cm entspricht.


        


        Schließlich bekommen wir


        [image: ]


        und c = √2 × 1000000000mm = √2 × 1000km


        


        Da a und b gegenüber c völlig vernachlässigbar klein sind, besitzt das Basisdreieck den astronomischen Umfang von 2c ≈ 2828,427km.


        Das Volumen dieser wahrhaft absurden Pyramide, aber das können Sie ja leicht selbst nachrechnen, beträgt weniger als einen halben Kubikmeter.
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        33 Professor Pobel-Knobels andere Lichterkette


        Die roten Lämpchen befinden sich an den Positionen:


        


        4, 6, 7, 10, 12, 14, 15, 18, 20, 21,


        


        wenn man oben links mit der Position eins zu zählen beginnt.


        [image: ]


        Es handelt sich um die Vielfachen von 5, 6 und 7, wobei die 5 selbst fehlt und die 4 eigentlich nicht in das System passt.


        Frau Pobel-Knobel hat also die Lichter 4 und 5 miteinander vertauscht.


        Das sieht zwar einfach aus, wenn man die Lösung sieht, aber es ist ganz schön schwierig, darauf zu kommen.
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        34 Professor Goodmans zündende Idee


        Diese Aussage ist nicht allgemein gültig. Wenn man den Tetraeder an zwei Punkten gleichzeitig anzündet, kann man ihn schneller abbrennen lassen, als wenn man ihn an nur einem Punkt anzündet. Wenn man ihn an seinen vier Ecken gleichzeitig anzündet, dann entspricht seine Abbrenndauer der halben Brenndauer einer einzelnen Kante. Wenn man ihn an fünf Punkten gleichzeitig anzündet, kann man ihn aber nicht schneller zum Abbrennen bringen, als wenn man ihn nur an vier Punkten anzündet. Der Beweis ist recht simpel. Der Tetraeder kann unmöglich in kürzerer Zeit als der halben Brenndauer einer Kante abbrennen, wenn nicht innerhalb jeder einzelnen seiner Kanten ein Punkt entzündet wird. Da ein Tetraeder insgesamt sechs Kanten besitzt, kann man ihn mit fünf Zündpunkten also keinesfalls schneller zum Abbrennen bringen als mit vier Zündpunkten.
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        35 Weihnachtsbaum goes 3D


        [image: ]


        Na, wenn das keine Kugel ist.
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        36 Die 36.Kammer der Chaoten


        Überlegen wir zunächst, wie viele Möglichkeiten unterschiedlicher Paarungen es unter sechs Elementen gibt, denn Karten und Umschläge werden ja immer paarweise vertauscht. Für das erste Element gibt es fünf mögliche Partner, mit denen es ein Paar bilden kann. Unabhängig davon gilt für ein beliebig ausgewähltes Element unter den dann noch verbliebenen vier Elementen, dass es aus drei verbleibenden Partnern einen auswählen kann. Für die dann noch verbleibenden zwei Elemente besteht keine Auswahlmöglichkeit mehr. Es gibt also 5 × 3 = 15 mögliche Paarbildungen, und der Weihnachtsmann hat 15Möglichkeiten, die Karten in die falschen Umschläge einzusortieren. Jetzt betrachten wir eine dieser 15Möglichkeiten, die Karten mit den Umschlägen paarweise zu vertauschen, und untersuchen, wie viele Möglichkeiten es für diese eine Möglichkeit gibt, die Umschläge im Anschluss in die falschen Stiefel zu stecken. Da keine der 15Möglichkeiten vor irgendeiner anderen in irgendeiner Weise ausgezeichnet ist, erhalten wir das Endergebnis dann dadurch, dass wir das Resultat für diese Vertauschung mit 15 multiplizieren. Wir vertauschen jeweils Umschläge und Karten 1 mit 2, 3 mit 4 sowie 5 mit 6.Wir können diese Vertauschungen, die man auch Permutationen nennt, auch in kompakter Form folgendermaßen notieren:


        


        2 1 4 3 6 5


        


        Dabei stelle die Position den Umschlag dar, und die Zahl, die an einer Position steht, soll die dazugehörige Karte darstellen. Dass an der 3.Position die Zahl 4 steht, bedeute demnach, dass sich die 4.Karte im 3.Umschlag befindet. Übrigens vertauscht nicht jede Permutation immer paarweise. Eine Permutation kann auch beliebig vertauschen oder einzelne Elemente dort belassen, wo sie waren. Wenn wir aber eine solche Permutation haben, die immer zwei Elemente paarweise vertauscht, dann sehen wir dies daran, dass immer wenn Element i an Position j steht, dass dann auch Element j an Position i steht und i von j dabei verschieden sein muss.


        Solche gerade erwähnten beliebigen Permutationen kommen jetzt gleich ins Spiel, denn Umschläge und zugehörige Stiefel werden nicht zwangsläufig paarweise, sondern beliebig vertauscht, natürlich unter der Einhaltung der Bedingung, dass sich in einem Stiefel weder die richtige Karte noch der richtige Umschlag befinden soll. Wir müssen also überlegen, was für Permutationen zu der Paarvertauschungspermutation 2 1 4 3 6 5 passen, sodass die Bedingungen erfüllt sind. Wenn wir eine Permutation derart konstruieren, dass die Position den Stiefel und die Zahl an einer Position den Umschlag in diesem Stiefel bezeichnen, dann überlegen wir, wie diese Permutationen aussehen müssen, damit sie zusammen mit 2 1 4 3 6 5 die Bedingungen erfüllen.


        Schreiben wir einmal beide Permutationen untereinander:


        
          
            
              	
                2

              

              	
                1

              

              	
                4

              

              	
                3

              

              	
                6

              

              	
                5

              
            


            
              	
                a

              

              	
                b

              

              	
                c

              

              	
                d

              

              	
                e

              

              	
                f

              
            

          
        


        Etwa die 3.Karte befindet sich im 4.Umschlag, deshalb kann der 4.Umschlag weder in den 3. noch in den 4.Stiefel gesteckt werden. Die 4.Karte befindet sich aber im 3.Umschlag und kann deswegen ebenfalls weder in den 3. noch in den 4.Stiefel gesteckt werden. Alle anderen der insgesamt sechs Karten-Umschlagkombinationen sind jedoch für den 3. und 4.Stiefel erlaubt. Dieselben Überlegungen gelten analog für die Karten-Umschlagspaare 1 und 2 sowie für 5 und 6.Anders ausgedrückt, wenn wir eine konkrete Permutation unter unsere Paarvertauschungspermutation schreiben, dann dürfen sich 1 und 2 weder unter der 1 noch unter der 2 befinden, 3 und 4 dürfen sich weder unter der 3 noch unter der 4 befinden, 5 und 6 dürfen sich weder unter der 5 noch unter der 6 befinden, dann sind alle unsere Bedingungen erfüllt.


        Von all diesen erlaubten Permutationen schauen wir uns jetzt nur jene an, bei denen an erster Stelle eine Drei steht. Dies sind insgesamt 20Stück, die man ohne allzu viel Aufwand hinschreiben kann:


        
          
            
              	
                21 43 65

              

              	
                21 43 65

              
            


            
              	
                

              

              	
                

              
            


            
              	
                34 56 12

              

              	
                35 62 14

              
            


            
              	
                34 56 21

              

              	
                35 62 41

              
            


            
              	
                34 65 12

              

              	
                36 15 24

              
            


            
              	
                34 65 21

              

              	
                36 15 42

              
            


            
              	
                35 16 24

              

              	
                36 51 24

              
            


            
              	
                35 16 42

              

              	
                36 51 42

              
            


            
              	
                35 61 24

              

              	
                36 25 14

              
            


            
              	
                35 61 42

              

              	
                36 25 41

              
            


            
              	
                35 26 14

              

              	
                36 52 14

              
            


            
              	
                35 26 41

              

              	
                36 52 41

              
            

          
        


        Die Drei ist aber in keiner Weise gegenüber der Vier, Fünf oder Sechs ausgezeichnet. Es gibt also ebenfalls jeweils 20 passende Permutationen, die mit 4, 5 oder 6 beginnen. Somit haben wir 80Permutationen, die zur Paarvertauschungspermutation 2 1 4 3 6 5 passen. Und da wir 15 unterschiedliche Paarvertauschungspermutationen haben, kann der Nikolaus die sechs Stiefel im Kloster des Chaos auf insgesamt 15 × 80 = 1200 verschiedene Arten und Weisen füllen.
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        37 Der Weihnachtsspaziergang


        Es ist schon nach dem Mittagessen, das heißt, dass es bereits Nachmittag ist. Das heißt, die Sonne steht im Westen. Die Koppel steht aber ebenfalls im Westen, denn wenn es eine halbe Stunde dauert, einmal um sie herum zu gehen und sie doppelt so lang wie breit ist, dann muss es fünf Minuten dauern, sie einmal der Breite nach abzuschreiten. Wohlgemerkt, eiliger als sonst abzuschreiten, denn Gudrun umrundete die Koppel eiliger als sonst. Die Koppel würde damit überhaupt nicht in den schmalen dreieckigen Bereich zwischen Wiesenweg und Weideweg hineinpassen, der an jeder Stelle, die Gudrun innerhalb einer halben Stunde erreichen kann, offensichtlich weniger als die Breite von fünf Minuten Fußweg besitzt und im Osten liegt. Die Koppel kann auch nicht nördlich des fünfminütigen Querweges zwischen Wiesenweg und Weideweg liegen, da es Gudrun sonst nach der Umrundung der Koppel nicht innerhalb von fünfzehn Minuten in gemütlichem Tempo nach Hause geschafft hätte. Die Koppel liegt also definitiv im Westen. Dann kann eine im Westen stehende Sonne aber keinen Schatten in Richtung Westen, in die Koppel hineinwerfen.

      


      
        [zurück zum Text]
      

    

  


  
    
      
    


    
      

      
        [zurück zum Text]
      


      
        


        38 Alles außer Weihnachtsmannes Helfer


        Hier müssen Sie zunächst einmal dahinterkommen, dass der eingetragene Begriff das Wort «FUENFZEHN» darstellen soll, wobei jeder Buchstabe noch zusätzlich durch seinen jeweiligen Nachfolger im Alphabet ersetzt wurde. Als Nächstes sollten Sie darauf kommen, dass hier die Zahlwörter der Zahlen von eins bis 15 einzutragen sind, wobei die Elf allerdings fehlt. «Weihnachtsmann Helfer» steht übrigens stellvertretend für Elf, das einzige Zahlwort zwischen eins und fünfzehn, welches nicht in diesem Kreuzworträtsel vorkommt. Am besten kommen Sie weiter, wenn Sie sich dann dazu entschließen, das Rätsel in normalem Deutsch statt in der Chiffre zu lösen, und erst im Anschluss daran wieder jeden Buchstaben durch seinen Nachfolger im Alphabet auszutauschen. Die Lösung in normalem Deutsch sieht so aus:


        [image: ]


        Die Fünfzehn ist bereits vorgegeben. Da es nur ein einziges Zahlwort mit 5Buchstaben gibt, nämlich die Sechs, ist sowohl deren Position und durch die Vorgabe des E am Kreuzungspunkt mit der Fünfzehn auch ihre Schreibrichtung von rechts nach links vorgegeben. Anschluss an das obere F in der Fünfzehn kann nur eines der beiden 6Zeichen langen Worte sieben oder zwoelf haben, und von diesen beiden besitzt nur zwoelf ein F, deshalb muss es sich bei dem anderen Wort mit 6Buchstaben um sieben handeln. Fünfzehn wird von zwei 8-buchstabigen Zahlwörtern gekreuzt. Sieben kreuzt eines von ihnen, und zwar so, dass an 4. oder 5.Stelle des Zahlworts ein I oder ein E stehen muss. Das funktioniert aber nur für Dreizehn und nur wenn von rechts nach links geschrieben und die Sieben von oben nach unten geschrieben wird. Damit ergibt sich dann die Eins als einziges vierstelliges Zahlwort, welches mit E beginnt oder endet, wobei endet nicht wirklich vorkommen kann, da kein Zahlwort mit E endet. Auch die Drei steht dann schon fest, weil sie die einzige 4-buchstabige Zahl mit einem R ist, deren R sich an zweiter oder dritter Position im Wort befindet. Wohin die Vierzehn gehört, wissen wir ebenfalls, da ja die Dreizehn bereits verbaut ist. Allerdings befindet sich am Kreuzungspunkt von vierzehn und fünfzehn ein E, welches sowohl der dritte als auch der drittletzte Buchstabe von vierzehn ist. Deshalb wissen wir noch nicht, ob vierzehn von links nach rechts oder von rechts nach links einzutragen ist. Als Orientierungshilfe steht uns dafür aber das 4-stellige Zahlwort zur Verfügung, welches zwoelf und vierzehn kreuzt. Würden wir vierzehn von rechts nach links schreiben, dann stünde am Kreuzungspunkt des 4-stelligen Zahlworts ein R, welches zugleich entweder Anfangs- oder Endbuchstabe des Zahlwortes sein muss. Vier ist das einzige solche Zahlwort, aber das passt nicht, weil dort, wo das I hinkäme, bereits ein E von der Zwölf steht. Also ist die Vierzehn von links nach rechts geschrieben, und am Kreuzungspunkt von vierzehn mit dem 4-stelligen Zahlwort steht ein Z.Es gibt aber kein vierstelliges Zahlwort, welches mit Z endet, also ist Z der Anfangsbuchstabe, und das Zahlwort ist von unten nach oben einzutragen. In Frage kommen nur zwei oder zehn. Zehn geht wieder nicht, weil dort, wo das N der Zehn stehen müsste, bereits des E der Zwölf steht. Bei der 4-stelligen Zahl handelt es sich also um die Zwei von unten nach oben geschrieben. Es verbleiben noch vier, acht, neun und zehn. Die 4-stellige Zahl, welche die Sieben am N kreuzt, mussn als Anfangs- oder Endbuchstabe haben. Es kommen von den verbleibenden vier Zahlwörtern nur neun oder zehn in Frage. Wäre es die Zehn, so bräuchten wir unter vier, acht und neun ein Zahlwort mit Z – wir haben aber keines mehr. Also schliet nicht die Zehn, sondern die Neun an das N der Sieben an. Wobei die Schreibrichtung der Neun einerlei ist. Damit benötigen wir für das zweite n der Neun nun noch eine Zahl aus den verbleibenden vier, acht und zehn, welche mit n beginnt oder endet. Dabei kann es sich nur noch um die von unten nach oben geschriebene Zehn handeln. Für die 4-stellige Zahl, die die Zehn kreuzt, bleibt durch das E am Kreuzungspunkt nur noch die Vier übrig, und damit steht auch die Acht als 4-stellige von unten nach oben geschriebene Zahl fest, welche die Sechs kreuzt.
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        39 Kunterbunt


        Wir arbeiten mit folgenden Bezeichnungen:


        


        R = Anzahl der roten Kugeln


        L = Anzahl der lilafarbenen Kugeln


        W = Anzahl der weißen Kugeln


        G = Anzahl der goldfarbenen Kugeln


        S = Anzahl der silbernen Kugeln


        


        Wir kommen dann auf die beiden Gleichungen:


        (1) R + L + WG = S + 3 × R


        (2) S/G = G × (R + L)


        


        Und wir wissen, dass S = 8.


        Aus (2) folgt 8 = G × G × (R + L). G kann also nur 1 oder 2 sein, weil sonst die rechte Seite entweder zu groß oder gleich null würde. Null scheidet für G aus, da durch null nicht dividiert werden kann.


        Wenn G = 1, dann gilt R + L = 8


        Dies in (1) eingesetzt, ergibt 8 + W1 = 8 + 3R, also W = 3 × R, was im Klartext heißt, dass es dreimal so viele weiße wie rote Kugeln gibt.


        Wenn G = 2, dann gilt 8 = 4 × (R + L) bzw. 2 = R + L


        Dies in (1) eingesetzt, ergibt 2 + W2 = 8 + 3R bzw. W2 = 6 + 3R


        Da 2 = R + L, kann R nur entweder 0, 1 oder 2 sein, und nur im Falle von R = 1, ist 6 + 3 × R eine Quadratzahl. Dies führt zu R = 1, W = 3 und wieder dazu, dass es dreimal so viele weiße wie rote Kugeln gibt. Es gibt also in jedem Fall dreimal so viele weiße wie rote Christbaumkugeln.
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        40 Kinderwunsch


        Diese Aufgabe ist erheblich schwieriger als ähnliche Rätsel, die man zuweilen als Denksportaufgabe findet, und sie zählt mit zu den Juwelen dieser Sammlung vergnüglicher Weihnachtsknobeleien. Nicht weil ihre Lösung sehr elegant wäre oder tiefe mathematische Einsichten erfordern würde, sondern weil sie mit etwas Logik und Hauptschulmathematik gelöst werden kann und dennoch alles andere als einfach zu knacken ist.


        


        Wir bezeichnen das Alter von Andrea mit A, das von Bert mit B, jenes von Sam mit S und jenes von Tina mit T.Max bezeichne das Alter des ältesten Geschwisters und Min das Alter des jüngsten Geschwisters.


        


        Vor 4Jahren betrug das Alter von Tina und Bert in Jahren zusammengenommen 60% des Alters des ältesten Geschwisters zuzüglich dem Alter von Sam in jeweils 6Jahren.


        


        D. h.


        


        (T – 4) + (B – 4) = ⅗ × [(Max + 6) + (S + 6)] (×)


        


        bzw.


        


        (T + B – 8) × 5 = (Max + S + 12) × 3


        


        bzw.


        


        5 × T + 5 × B – 40 = 3 × S + 3 × Max + 36


        


        bzw.


        


        5 × T – 3 × S – 40–36 = 3 × Max – 5 × B (*)


        


        Andrea ist jetzt halb so alt, wie Sam und Tina zusammen sein werden, wenn Bert 13Jahre jünger als Sam und Andrea zusammen sein wird.



        


        Dies sei in x Jahren der Fall, dann gilt:


        


        2 × A = (S + x) + (T + x) (i)


        


        und


        


        B + x + 13 = (S + x) + (A + x) (ii)


        


        Aus (i) folgt wegen 2 × A – 2 × x = S + T, dass S und T beide gerade oder beide ungerade sind. (iii)


        Also ist 5 × T – 3 × S definitiv gerade. Also ist wegen (*) auch 3 × Max – 5 × B gerade, und daraus folgt, dass Max und B entweder beide gerade oder beide ungerade sind. (iv)


        


        Vor 1Jahr war Andrea so alt wie Sam und Tina zusammen.



        


        A – 1 = S – 1 + T – 1 (xii)


        


        Damit kann weder Sam noch Tina das älteste Geschwister sein, sondern es kommen nur Andrea oder Bert in Frage, andererseits kann Andrea nicht das jüngste Kind sein, sondern dafür kommen nur Bert, Sam und Tina in Frage.


        


        In 6Jahren wird Bert doppelt so alt sein wie das jüngste Geschwister, 1Jahr bevor Sam und Andrea zusammen 42 sein werden, sein wird.


        Sam und Andrea sollen in y Jahren zusammen 42Jahre alt sein, dann gilt:


        


        [image: ]


        


        Sowie:


        


        (S + y) + (A + y) = 42 (v)


        


        Aus (v) folgt, dass S und A entweder beide gerade oder beide ungerade sind, und mit (iii) folgt, dass A, S und T alle entweder gerade oder ungerade sind. (**)


        Aus der linken Seite von (vi) folgt, dass B gerade ist.


        


        In 15Jahren wird das jüngste Geschwister so alt sein, wie das älteste heute ist.


        


        Min + 15 = Max (vii)


        


        Min und Max können nicht beide gerade, aber auch nicht beide ungerade sein, also können sie gemäß (**) nicht beide aus {A, S, T} sein, und somit muss B entweder Min oder Max sein.


        Nehmen wir einmal an, B = Min.


        


        Nur Andrea oder Bert kommen überhaupt als ältestes Geschwister in Frage, wenn also B = Min, dann wäre


        


        A = Max = B + 15


        


        Ersetzen wir in (ii) A durch B + 15, dann bekommen wir aber


        


        S + 2 + x = 0,


        


        was unmöglich ist, denn die Summe positiver Zahlen kann nicht null ergeben. Also ist B nicht das Minimum, sondern das Maximum.


        


        Mit der Kenntnis, dass B = Max = Min + 15 ist, lässt sich nun (vi) vereinfachen zu:


        


        B + 6 = 2 × Min + 2 × y – 2


        B = 2 × Min + 2 × y – 8


        15 + Min = 2 × Min + 2 × y – 8


        15 = Min + 2 × y – 8


        23 = Min + 2 × y (ix)


        (v) – (ix) ergibt schließlich:


        19 = S + A – Min (xi)


        


        Aus (i) wissen wir auch, dass


        


        [image: ]


        und somit A > Min gelten muss, folglich kann Min nur S oder T sein.


        


        Tina ist nicht das jüngste Geschwister.


        Es bleibt nur mehr S übrig als mögliches Min. Also S = Min. Dies in (xi) eingesetzt, ergibt:


        


        A = 19



        


        Wenn man in (*) nun sukzessive Max durch B ersetzt, dann B durch S + 15 ersetzt, dann erhält man nach Zusammenfassen schließlich:


        


        5 × T – S = 46


        


        Wenn man in (xii) A durch 19 ersetzt, erhält man:


        


        T + S = 20


        


        Zusammen mit der vorhergehenden Gleichung ergibt sich:


        


        T = 11



        


        sowie:


        


        S = 9



        


        Und schließlich:


        


        B = 24
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        41 Bunter Kugelalbtraum


        Gegen Frau Bunts Vorgaben spricht, dass sie sich nicht umsetzen lassen. Wir bezeichnen mit


        


        w den Abstand der goldenen Kugel von der weißen Kugel,


        r den Abstand der goldenen Kugel von der roten Kugel,


        l den Abstand der goldenen Kugel von der lila Kugel und


        s den Abstand der goldenen Kugel von der silbernen Kugel.


        


        Frau Bunt wollte zuerst, dass w < r und r < l, dann wollte sie auch noch, dass s > l und s < w sein soll. Wenn wir s > l umdrehen, erhalten wir l < s.


        Alle diese Ungleichungen angeordnet, ergeben: w < r < l < s < w. Also müsste der Abstand der goldenen Kugel von der weißen Kugel kleiner sein als der Abstand der goldenen Kugel von der weißen Kugel. Das lässt sich ganz bestimmt nicht bewerkstelligen.
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        42 Sternenzauber


        Gesucht ist hier der Bethlehemsstern.
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        43 Grippe in Hochhausen


        In Hochhausen gibt es 2 identische Komplexe à m Häuser. Alle Apartments sind belegt, also wohnen 2 × n Menschen in Hochhausen. Am 4.Dezember hat sich Herr Maier das Virus eingefangen. Da man das Virus frühestens nach drei Wochen wieder loswird, werden Herr Maier und alle, die nach ihm infiziert werden, auch an Heiligabend noch das Virus in sich tragen. Da man nach zwei Tagen damit beginnt, jeden Tag genau eine weitere gesunde Person zu infizieren, gilt für die Anzahl der Infizierten die Rekursionsgleichung:


        


        A1 = 1 (Herr Maier am 4.Dezember)


        A2 = 1 (Herr Maier am 5.Dezember)


        


        An+2 = An+1 (die bereits Infizierten) + An (die Neuinfektionen = Anzahl der Infizierten vor 2Tagen)


        Damit haben wir für die Zahl der Infizierten von Tag zu Tag die Fibonacci-Folge:


        


        1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765, 10946


        


        Und am 24.Dezember, an Heiligabend also, haben wir A21 = 10946Infizierte. In Primfaktoren zerlegt gilt:


        


        10946 = 2 × 13 × 421


        


        Und somit hat Hochhausen 10946Einwohner und auch so viele Apartments. 2 ist die Zahl der Komplexe, und 13 kleine Apartments machen noch kein Hochhaus aus, deshalb hat jeder Komplex 13Hochhäuser à 421Apartments, und die Zahl der Hochhäuser beträgt 2 × 13 = 26.
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        44 Advent, Advent, ein Lichtlein brennt


        Wir überlegen, wie viel Kerzenwachs insgesamt an den vier Adventssonntagen verbraucht wird.


        Das sind 1 + 2 + 3 + 4 = 10Portionen Wachs, wenn eine Portion dem Verbrauch einer Kerze in einer Stunde entspricht. Herr Sparwachs bräuchte also 4Kerzen mit je 2,5Stunden Brenndauer.
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        45 Die verflixte Sieben


        Diese Aufgabe und erst recht die Lösung dazu werden vielen Rätslern nicht unbedingt gefallen. Es liegt daran, dass zur Lösung eine Fähigkeit benötigt wird, die eigentlich kaum jemals bei Rätselaufgaben erforderlich ist. Es handelt sich um die Fähigkeit, eine Lösung um jeden Preis zu finden, und insbesondere den Mut aufzubringen, auch Lösungen in Betracht zu ziehen, die abwegig, albern oder banal erscheinen. Wenn Sie diese Aufgabe gelöst haben, beweist dies, dass Sie mit der Einstellung an Probleme herantreten, eine Lösung zu finden, ganz egal, wie – und wenn es mit der Brechstange sein muss. Und es beweist darüber hinaus, dass Sie den Mut haben, gefundene Lösungen auch dann zu vertreten, wenn diese möglicherweise von einer allgemeinen Erwartungshaltung an eine Lösung abweichen sollten. Sie sind die richtige Person, wenn es darum geht, ein praktisches Problem zu lösen, welches unbedingt irgendwie gelöst werden muss. Dies als Trost an all jene, die nicht den Mut hatten, die richtige Richtung einzuschlagen. Man kann zur Lösung sehr pragmatisch das 11111 111er-System nehmen, und darin wird 77777777 als 70 dargestellt, was wir unter den genannten Bedingungen problemlos legen können. Dazu müssen Sie lediglich die dunkel gefärbten Hölzchen liegen lassen, mit einem weiteren Hölzchen zur Sieben ergänzen und aus den übrigen sechs Hölzchen eine Null legen.
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        46 Billard spezial


        Es spielt für die Lösung keine Rolle, welche der beiden Seiten an der Nordsüdrichtung ausgerichtet ist. Gut 2227cm Weg, den die Kugel zurücklegt, bedeutet, dass sie 1575 gedachte Quadrate der Seitenlänge 1cm diagonal durchquert. 1575 ist etwa 2227/√2. 1575 muss daher das kleinste gemeinsame Vielfache der Seitenlängen in cm gemessen sein. Warum? Die Kugel erreicht genau dann eine Ecke, wenn sie sich an zwei Rändern gleichzeitig befindet, während sie sich zwischen den Rändern hin und her bewegt. Das eine Paar gegenüberliegender Ränder erreicht sie aber immer nach einem ganzzahligen Vielfachen von Seitenlänge a an Elementarquadratdurchquerungen, das andere Paar berührt sie nach ganzzahligen Vielfachen der Seitenlänge b an Elementarquadratdurchquerungen. Erst wenn sie ein Vielfaches beider Seitenlängen an Elementarquadratdurchquerungen durchlaufen hat, kann sie sich in einer Ecke befinden. Und das ist zum ersten Mal beim kleinsten gemeinsamen Vielfachen von a und b der Fall. Wir wissen also, dass 1575 das kleinste gemeinsame Vielfache von a und b ist. Trotzdem kennen wir a und b selbst nicht. Da 1575 = 3 × 3 × 5 × 5 × 7, gibt es recht viele unterschiedliche Möglichkeiten dafür, was a und b konkret sein können. Es könnte sich z.B. um ein Minibillard von 25cm × 63cm oder um ein gigantisches 15,75m × 15,75m Billard handeln. Was aber sicher ist, die Kugel wird weder die eine noch die andere Seitenlänge geradzahlig oft überquert haben, wenn sie in einer Ecke ankommt. Denn dann wäre 1575 das Produkt einer der Seitenlängen mit einer geraden Zahl und wäre damit selbst gerade, was aber nicht der Fall ist. Ein ungeradzahliger Seitenwechsel bezogen auf beide Seitenpaare bedeutet aber, dass die Kugel zwingend in die diagonal gegenüberliegende Ecke laufen wird, was in diesem Fall die nordöstliche Ecke ist.
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        47 Sternenhexerei


        Sie müssen gar keine drei Hölzchen umlegen, zwei Hölzchen genügen völlig. Es wird auch nirgends behauptet, dass Sie ein regelmäßiges Sechseck legen sollen. Ausgehend von:
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        legen wir einfach die beiden dunkler dargestellten Hölzchen wie folgt um:
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        48 Keine falsche Bescheidenheit


        Vermutlich kennen Sie ähnlich klingende Aufgaben, die aber viel einfacher als diese sind. Bei solchen Aufgaben würde man sich ein Diagramm malen. Jedes der drei Geschenke würde einen Kreis erhalten, und alle Kreise würden sich gegenseitig schneiden. Jede der dadurch entstehenden Flächen entspräche dann denjenigen Wunschzetteln, die all jene Geschenke enthalten, die mit genau jenen Kreisen korrespondieren, welche sich im betrachteten Flächenstück überschneiden. Diejenigen Flächen, denen man zu Beginn noch keine Zahl zuordnen kann, weil die entsprechende Zahl im Aufgabentext nicht genannt wurde, lassen sich dann durch geschickte Addition oder Subtraktion der bekannten Zahlen der anderen Flächen berechnen. Im Prinzip ist diese Aufgabe genauso zu lösen, nur dass Sie hier wesentlich mehr um die Ecke denken müssen als bei anderen, ähnlich gearteten Aufgaben.
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        Wir nehmen an, der dunkle Kreis repräsentiere die MP3-Player, der mittelgraue Kreis stehe für Handys und der helle für Spielekonsolen. 61Kinder wünschen sich alle drei dieser Spielzeuge gleichzeitig. Dies entspricht dem Flächenstück, wo sich alle drei Kreise schneiden. Dann wissen wir, dass sich 265Kinder sowohl Handy als auch MP3-Player wünschen. Dies entspricht der Schnittfläche des dunklen mit dem mittelgrauen Kreis. An dieser Stelle können wir damit beginnen, zu subtrahieren und die Anzahl der Kinder, die sich zwar Handy und MP3-Player, aber keine Spielekonsole gewünscht haben, berechnen. Es ist dies die Differenz der Anzahl der Kinder, die sich Handy und MP3-Player wünschen, und der Anzahl der Kinder, die sich alle drei Geschenke wünschen. Also 265–61 = 204.Aber diese Zahl brauchen wir eigentlich gar nicht für die weitere Rechnung. Wir suchen s, die Anzahl der Kinder, die sich nur die Spielekonsole wünschen. Leider können wir s nicht als Summe oder Differenz bereits bekannter oder von uns ermittelter Zahlen berechnen – und nicht nur das. Wir können auch keine der übrigen, bislang unbekannten Zahlen auf diese Weise bekommen. Mit etwas Überlegung kommen wir trotzdem ans Ziel. Gehen wir von der Gesamtzahl der Wunschzettel aus. Das sind 1000Stück, und dies ist auch die Summe aller Zahlen, die in den einzelnen Flächenstücken stehen sollten. Wir können demnach sagen, dass 1000 die Anzahl der Kinder ist, die sich ein Handy wünschen, plus die Anzahl der Kinder, die sich einen MP3-Player wünschen, plus die Anzahl der Kinder, die sich eine Spielekonsole wünschen. Also 1000 = 535 + 560 + (s + x + y + 61). Aber damit haben wir einen Fehler begangen, denn damit haben wir alle Kinder, die sich sowohl ein Handy als auch einen MP3-Player wünschen, und das waren immerhin 265Stück, die haben wir doppelt gezählt, nämlich einmal bei der Zahl der Kinder, die sich ein Handy wünschen, und noch einmal bei der Zahl der Kinder, die sich einen MP3-Player wünschen. Und diese doppelte Zählung haben wir auch für jede andere Paarung von zwei Geschenken durchgeführt. Deswegen müssen wir nach der Summierung der Anzahl der Kinder, die sich ein bestimmtes Geschenk wünschen, immer auch die Anzahl der Kinder, die sich jeweils zwei der Geschenke wünschen, wieder subtrahieren. Dann wäre


        


        1000 = 535 + 560 + (s + x + y + 61) – 265 – (61 + x) – (61 + y)


        


        Aber wir haben immer noch einen kleinen Fehler begangen, und dieser betrifft die Kinder, die sich alle drei Geschenke gleichzeitig wünschen. In unserem allerersten fehlerhaften Ansatz haben wir sie dreifach mitgezählt, denn sie gehören ja jeder der drei Gruppen an, die sich ein bestimmtes Geschenk wünschen. In unserem zweiten Ansatz haben wir sie jedoch auch wieder dreimal subtrahiert, denn sie gehören allen drei Gruppen von Kindern an, die zu den drei möglichen Geschenkepaarungen gehören. Also haben wir sie jetzt gar nicht mehr in der Rechnung und müssen sie also noch einmal addieren, und kommen so auf das endgültige Ergebnis:


        


        1000 = 535 + 560 + (s + x + y + 61) – 265 – (61 + x) – (61 + y) + 61


        


        Wenn wir das ausrechnen und zusammenfassen, erhalten wir:


        


        1000 = s + 830 also s = 170


        


        170Kinder aus Gierwald wünschen sich also nur eine Spielekonsole.


        Die Technik, die wir zur Lösung angewandt haben, wird in der Literatur an mancher Stelle auch kombinatorische Ein-Ausschaltformel genannt.
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        49 Auch Weihnachtsmänner können irren


        Die Antwort lautet: «Ja, das Grundstück lässt sich nach den Vorgaben des Vaters aufteilen.» Dazu teilen wir die Seeseite zunächst in fünf beliebige, aneinandergrenzende Abschnitte für die fünf Kinder auf. Man könnte die Abschnitte gleich lang machen, aber das ist nicht nötig. Diese Abschnitte sollen allerdings eine gewisse Breite besitzen, damit es sich bei den Abschnitten nicht nur um Linien, sondern um echte Flächen handelt. Da sämtliche Eier mindestens einen Meter Abstand von der Küste haben, ist es leicht möglich, den Abschnitten eine kleine Breite zu geben, sodass sich keine Eier innerhalb der Abschnitte selbst befinden. Nun soll das erste Kind ausgehend von seinem Abschnitt nacheinander Linien zu seinen einzelnen Eiern ziehen. Jede solche Linie endet an einem Ei und weder an einer Grundstücksgrenze noch an einer anderen Linie. Deshalb wird auch keine dieser Linien zur Entstehung einer Flächenunterteilung des Grundstücks beitragen, solange man dafür sorgt, dass sie nötigenfalls einen Bogen um bereits vorhandene Linien oder andere Eier als das Ziel-Ei machen. Da die Eier untereinander einen Mindestabstand besitzen, kann es nicht vorkommen, dass ein Ei des ersten Kindes von lauter Eiern der anderen Kinder so eingeschlossen ist, dass sich das Ziel-Ei gar nicht durch die Linie erreichen lässt. Ein solcher kreuzungsfreier Weg zum Ziel-Ei ist immer möglich, da, wie gesagt, keine der Linien das Grundstück in mehrere Flächen zerteilt und somit jeder Punkt des Grundstücks von jedem anderen aus immer linienüberkreuzungsfrei erreichbar bleibt. Natürlich kann es bei vielen Eiern vorkommen, dass diese Linien abenteuerliche Bogen machen müssen, um andere Linien zu umgehen, und ein kompliziert aussehendes, labyrinthartiges Geflecht bilden. Diese Linien sind dabei als unendlich dünn gedacht. Nachdem das erste Kind fertig ist, kann das zweite Kind auf dieselbe Weise sein Küstengrenzstück mit seinen Eiern kreuzungsfrei durch Linien verbinden. Nachdem alle Kinder fertig sind und alle ihre Eier mit ihrem Küstengrenzstück verbunden haben, beginnen sie damit, aus diesen Linien Flächen zu machen. Zuerst wird die Kontur des Eis als Fläche benutzt, dann werden alle Linien gleichzeitig um einen so kleinen Wert verdickt, dass sie noch keine der anderen verdickten Linien berühren, und diese verdickten Linien stellen dann schon Flächen dar. Egal, wie nah der Abstand zweier ursprünglich unendlich dünner Linien auch immer war, man kann die Liniendicke immer so gering wählen, dass sich die verdickten Linien tatsächlich noch nicht berühren, indem man die Liniendicke etwas kleiner als die Hälfte des minimalen Linienabstandes wählt. Die verdickten Linien bilden aber zusammen mit den Eikonturflächen jeweils Flächen, und diese Flächen sind für jedes Kind auch zusammenhängend, weil sie jeweils alle in denselben Küstenabschnitt münden, der selbst eine Fläche darstellt. Nachdem dieser Prozess abgeschlossen ist, gibt es noch immer Grundstücksteile, die keinem der fünf Gebiete angehören. Diese kann einfach das fünfte oder irgendeines der anderen Kinder seinem Grundstück nahtlos hinzufügen. Dadurch dass vorher die Linien nur so weit verdickt wurden, dass sie sich nicht gegenseitig berühren, werden die nicht okkupierten Teile des Grundstücks nämlich noch immer nicht in gegenseitig nicht erreichbare Teilflächen separiert, und deshalb entsteht beim letzten Schritt ebenfalls eine zusammenhängende Fläche für jenes Kind, welches seinem Gebiet die Restfläche hinzufügt. Damit wäre gezeigt, dass die Aufgabe lösbar ist. Diese Antwort konnte man aber irgendwie erwarten, wenn in der Aufgabenstellung noch die Frage folgt, wie es um die Lösbarkeit steht, wenn jedes der fünf Grundstücke an das Meer und zudem auch noch an die Bahnlinie angrenzen muss. Wie sieht es aber unter diesen verschärften Bedingungen um die Lösbarkeit aus? Auch wenn Sie es nicht glauben mögen, das Problem bleibt lösbar. An dieser Stelle haben Sie noch einmal Gelegenheit, die Lösung beiseitezulegen und darüber nachzudenken, wie das schärfere Problem gelöst werden kann. Nun zur Lösung: Das erste Kind reserviert sich einen, sagen wir, 20cm breiten rechteckigen Streifen, welcher sich entlang der Wiese, an die er nahtlos angrenzt, beginnend bei der Bahnlinie, endend bei der Meeresküste, über die gesamte Grundstückslänge hinweg erstreckt. Genauso wie vorher verbindet das Kind diesen Streifen durch Linien mit den Eiern seiner Farbe. Die Eikonturen werden wie gehabt als Flächen genommen und die Linien ganz leicht verbreitert, sodass sie zu schmalen Flächen werden, aber dabei weder andere verbreiterte Linien noch andere Eier, noch Grundstücksgrenzen berühren. Damit ist die Fläche des ersten Kindes vollständig. Diese Fläche hat nun eine gewisse Form, die auf ihrer Westseite völlig geradlinig, aber an ihrer Ostseite sehr abenteuerlich verlaufen mag. Das zweite Kind reserviert sich ebenfalls zunächst einen Flächenbereich. Zu diesem Zweck zeichnet es, beginnend bei der Bahnlinie, endend bei der Meeresküste, die Kontur der Ostseite der Fläche des ersten Kindes in einem so geringen Abstand nach, dass innerhalb dieser dabei entstehenden Fläche keine Eier liegen. Ausgehend von dieser Fläche verfährt das zweite Kind mit den Eiern seiner Farbe so wie zuvor das erste Kind und konstruiert so seinen kompletten Grundstücksteil. Analog gehen das dritte und dann das vierte Kind vor. Das fünfte Kind bekommt einfach die komplette übrige Fläche. Natürlich könnte eine Grafik den Vorgang verdeutlichen, allerdings werden die Flächen stellenweise so dünn und filigran, dass sie nur schwer in einer kleinen Grafik zu skizzieren sind. Die folgende Grafik versucht, die Flächenunterteilung darzustellen. Allerdings für den vereinfachten Fall, dass es nur drei Kinder und drei unterschiedliche Eierfarben gibt. Das erste Kind hat die dunklen Eier, dem zweiten Kind gehören die grauen Eier, das dritte Kind hat die hellen Eier. Weitere Eier in weiteren Farben und die zugehörigen Flächenstücke lassen sich nach demselben Schema bearbeiten und konstruieren. In der unteren Grafik scheinen sich manche Linien zu berühren. Diese berühren sich nicht tatsächlich, und könnte man näher heranzoomen, würde man dies auch erkennen. Damit man in dem Liniengewirr überhaupt noch etwas erkennt, wurde das Flächengebiet des ersten Kindes hellgrau unterlegt. Die Darstellung ist nur schematisch zu verstehen.
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        50 Weihnachtspoker


        Die drei Spieler haben a, a + 1 und a + 2Chips. In diesen drei Zahlen kommen insgesamt nur drei verschiedene Primfaktoren vor. Beispiele für solche drei Zahlen wären etwa 6, 7, 8 oder 16, 17, 18.Der Primfaktor 2 kommt auf jeden Fall vor, denn mindestens eine dieser drei Zahlen ist gerade. Der Primfaktor 3 kommt ebenfalls vor, denn von drei aufeinanderfolgenden Zahlen ist genau eine durch 3 teilbar. Es muss noch ein weiterer Primfaktor vorkommen, welcher größer ist als 3 und welcher deshalb auch nur in einer einzigen dieser drei Zahlen vorkommen kann. Weil dieser Primfaktor nur in einer der drei Zahlen vorkommt, bestehen die beiden anderen Zahlen nur aus den Primfaktoren 2 und 3.Da aber 3 ebenfalls nur in einer der drei Zahlen vorkommt, kann nur eine dieser beiden Zahlen den Faktor 3 enthalten, und die andere enthält deshalb ausschließlich den Faktor 2.Sie ist also eine Zweierpotenz. Diese Zahl kann nämlich nicht 2 selbst sein, denn die Zahlen 1, 2, 3 bzw. 2, 3, 4 haben zusammen nur zwei und nicht drei unterschiedliche Primfaktoren.
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        51 Die verflixte Sieben nochmal


        Verhältnismäßig einfach ist es, sechs Dreiecke zu legen. Ein Davidstern würde sich dann als Lösung eignen, aber sechs Dreiecke genügen nicht. Sieben sind gefragt. Diese mit echten Streichhölzchen zu legen, ist tatsächlich nicht nur eine Denksportaufgabe, sondern zugleich ein Geschicklichkeitsspiel, aber es genügt, wenn Sie die richtige Idee haben. Legen Sie zunächst aus fünf Hölzchen ein Pentagramm oder einen sogenannten Drudenfuß!


        [image: ]



        Damit haben Sie schon einmal fünf Dreiecke. Das sechste Streichholz legen Sie nun so, dass es zwei der Dreiecke des Pentagramms jeweils halbiert.


        [image: ]


      


      
        [zurück zum Text]
      

    

  


  
    
      
    


    
      

      
        [zurück zum Text]
      


      
        


        52 Professorendämmerung


        Diese Aufgabe erfordert für ihre Lösung überhaupt keinerlei Kenntnisse, sondern lediglich die Fähigkeit, logisch zu denken, aber diese Fähigkeit wird dabei bis zur Zerreißprobe strapaziert. Für Anfänger ist allein das Nachvollziehen der Lösung eine echte Herausforderung.


        Nachdem zehnmal das Licht aus- und wieder angeschaltet wurde, hat der letzte Professor den Raum verlassen. Das liegt aber nicht daran, dass es zehn Professoren sind, sondern es liegt an den Zahlen, die sie auf ihren Hüten tragen. Wir versetzen uns immer in die Lage der Professoren mit den höchsten Nummern im Saal, weil es jene sind, die sich als Erste über ihre Situation klarwerden müssen, weil sie ja den Raum verlassen müssen.


        Jedem Professor ist Folgendes klar: Wenn gleich zu Beginn einer der Professoren lediglich die Zahl 1 auf den Hüten der Kollegen sehen würde, dann wüsste dieser, dass es keine größere Zahl im Raum gibt als seine eigene, und er würde den Saal bereits beim ersten Löschen des Lichtes verlassen. Wenn sich nach einmaligem Löschen des Lichts noch alle Professoren im Saal befinden, dann beweist dies automatisch, dass jeder der Professoren eine Zahl sieht, die mindestens 2 beträgt. Also gibt es mindestens zwei Professoren, die eine Zahl größer oder gleich 2 haben. Wenn jetzt, nach einmaligem Löschen des Lichtes, ein Professor nur Einsen und ansonsten eine andere Zahl sieht, dann weiß er, dass er ebenfalls eine von Eins verschiedene Zahl haben muss. Wäre dies nicht der Fall, dann hätte der andere Professor mit der Zahl ungleich Eins bereits beim ersten Löschen des Lichtes den Saal verlassen. Wenn diese andere Zahl eine Zwei ist, dann kann der Professor, der selbst nur eine Zwei und ansonsten lauter Einsen sieht, den Saal beim nächsten Löschen des Lichtes verlassen, weil er nun weiß, dass er eine andere Zahl als die Eins trägt und diese andere Zahl nicht kleiner als die Zwei sein kann, die er bei seinem Kollegen sieht. Dasselbe gilt aber auch für den anderen Professor mit der Zwei. Sieht ein Professor 2Zweien und nach zweimaligem Löschen des Lichtes verlässt kein Professor den Raum, dann weiß er, dass er selbst eine Zahl größer als eins tragen muss, denn sonst würden die beiden anderen Professoren mit der Zwei jeweils nur einen Zweier sehen und hätten unserer vorherigen Überlegung zufolge bereits beim zweiten Löschen des Lichtes den Saal verlassen. Diese Überlegung können wir unbegrenzt fortsetzen (wenn wir mathematisch absolut korrekt sein wollten, müssten wir hier das Verfahren der vollständigen Induktion anwenden). Wenn ein Professor n-mal die Zwei und sonst lauter Einser sieht und nach n-maligem Löschen des Lichtes noch niemand den Saal verlassen hat, dann weiß er, dass er selbst eine Zahl trägt, die größer als eins und somit größer oder gleich zwei ist. Er darf den Raum deshalb beim (n + 1)-ten Löschen des Lichtes verlassen. Sieht ein Professor nun 4-mal die Eins, 4-mal die Zwei und 1-mal die Vier und befinden sich nach fünfmaligem Löschen des Lichtes noch immer alle Professoren im Raum, dann weiß er, dass er selbst eine von Eins verschiedene Zahl trägt, ansonsten wäre der Professor mit der sichtbaren Vier bereits gegangen. Wenn nun der Professor mit der Vier auch nach sechsmaligem Löschen des Lichtes den Saal noch nicht verlassen hat, dann weiß der beobachtende Professor sogar, dass er selbst eine Zahl hat, die größer als zwei ist, also drei, vier, fünf oder gar noch größer. Der beobachtete Professor mit der Vier weiß dies dann allerdings aus denselben Gründen von sich selbst ebenfalls, denn er ist ja auch ein Beobachter, der dasselbe sieht wie jener Professor, in dessen Rolle wir gerade geschlüpft sind. Die beiden Professoren mit der Vier wissen also auch von sich gegenseitig, dass jeder von ihnen weiß, dass seine Zahl mindestens Drei beträgt. Also wissen sie auch, dass, wenn ihr gegenüber bei ihnen nur eine Drei beobachten würde, er beim siebten Löschen des Lichtes den Saal verlassen würde, weil er ja von sich selbst weiß, dass er ebenfalls mindestens eine Drei trägt und es offensichtlich keine größere Zahl auf den anderen Hüten gibt. Wenn nach siebenmaligem Löschen des Lichtes immer noch alle Professoren anwesend sind, dann wissen beide Professoren mit der Vier, dass sie selbst mindestens eine Vier tragen müssen, und weil sie keine höhere Zahl sehen als die Vier, verlassen sie beide den Raum beim achten Löschen des Lichtes. Was wissen nun die übrigen Professoren, insbesondere jene, die eine Zwei tragen? Diese wissen, wie die beiden Professoren mit der Vier logisch überlegt haben, um beim achten Löschen des Lichtes den Raum zu verlassen, und können daher schließen, wie viele von ihnen insgesamt eine Zwei tragen müssen, sodass alle, die eine Zwei weniger sehen, als es nach diesen Überlegungen Zweien geben muss, also alle, die selbst eine Zwei tragen, beim neunten Löschen des Lichtes den Raum verlassen und konsequenterweise alle, die eine Eins tragen, den Raum beim zehnten Löschen des Lichtes verlassen. Und wie kann jeder der Professoren, die eine Zwei tragen, wissen, dass er nicht sogar eine Drei trägt? Weil die Professoren, die eine Vier tragen, dann 4-mal die Eins, 3-mal die Zwei, 1-mal die Drei und 1-mal die Vier sehen würden. Wenn sie selbst annehmen würden, dass sie nur eine Zwei hätten, wäre dies eine Konstellation, die bereits bei den vorherigen Überlegungen auftauchte und die dazu geführt hätte, dass der Professor mit der sichtbaren Vier den Raum nach siebenmaligem Löschen des Lichtes verlassen hätte. Da er sich aber noch immer im Raum befände, wüsste der Beobachter mit der Vier, dass er keine Zwei, sondern mindestens eine Drei tragen würde. Der andere Professor mit der Vier wüsste dies von sich ebenfalls, und da beide noch eine weitere Vier sähen, könnten sie den Raum beim achtmaligen Löschen des Lichtes noch immer nicht verlassen und wüssten erst beim neunmaligen Löschen des Lichtes, dass sie mindestens eine Vier tragen würden, und würden folglich erst beim neunten Löschen des Lichtes den Raum verlassen. Da sie aber bereits nach dem achten Löschen des Lichtes den Raum verlassen, weiß jeder der verbleibenden Anwesenden, dass er keine Zahl größer als zwei tragen kann. Und woher wissen die Professoren, die eine Zwei auf dem Hut tragen, bereits unmittelbar, nachdem alle Professoren mit der Vier den Raum verlassen haben, dass sie keine Eins auf dem Hut tragen? Weil dann die Professoren mit der Vier bereits nach siebenmaligem Löschen des Lichtes den Raum verlassen hätten. Betrachten Sie dazu einfach noch einmal den Anfang der Lösung unter der Annahme, dass fünf Hüte mit eins und nur drei Hüte mit zwei sowie zwei Hüte mit vier nummeriert wären.
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        53 Das Karussell vom Nikolaus
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        Würden sich die Scheiben nicht drehen, wäre diese Aufgabe überhaupt nicht lösbar, denn es gäbe zu viele Stehplätze mit einer ungeraden Anzahl von Stegen. Nämlich C, E, H, O, T und R.Wir hatten bereits beim neuen Haus vom Nikolaus gesehen, dass in so einem Geflecht von Punkten und Verbindungen (in der Sprache der Mathematik auch Graphen genannt) kein Weg möglich ist, welcher jede Verbindung genau einmal benutzt (auch Eulerweg genannt), wenn es mehr als zwei Punkte mit einer ungeraden Anzahl von Verbindungen gibt. Im Karussell sehen wir jedoch sechs Punkte (Stehplätze) mit einer ungeraden Anzahl an Verbindungen (Stegen). Da sich das Karussell aber dreht, sind manche Stehplätze zeitweise mit einer ungeraden und zeitweise mit einer geraden Anzahl von Stegen verbunden. Diese Änderungen finden an den Übergangsstegen statt. Die Kunst besteht nun darin, Stehplätze immer möglichst dann zu betreten und zu verlassen, wenn sie mit einer geraden Anzahl von Stegen verbunden sind. Wir stellen aber auch fest, dass sowohl die linke als auch die rechte Drehscheibe, wenn man nur ihre Außenstege und Speichenstege betrachtet, jeweils vier Stehplätze mit einer ungeraden Anzahl an Stegen besitzen. Das bedeutet, es ist auch unmöglich, eine der großen Drehscheiben zunächst komplett abzuwandern und dann erst auf eine andere Scheibe zu wechseln. Es kann daher nur einen groben Plan geben, die Aufgabe zu lösen, und dieser sieht wie folgt aus:


        Zuerst einen Teil der linken Scheibe abwandern, dann auf die mittlere Scheibe wechseln, von dort weiter auf die rechte Scheibe gehen und dort einen Teil abwandern, nun wieder zurück zur mittleren Scheibe. Von dieser auf die linke Scheibe zurück, dort den Rest abwandern, zurück zur mittleren Scheibe und erneut auf die rechte Scheibe und dort ebenfalls den Rest abwandern. Dabei müssen die Stege der mittleren Scheibe, während man sich auf dieser befindet, jeweils geschickt so abgewandert werden, dass das Gesamtkonzept der Lösung aufgeht. Wenn Sie irgendeinen anderen Lösungsansatz versuchen, werden Sie die Aufgabe nicht lösen. Insbesondere, wenn Sie gleich zu Beginn etwa direkt von Stehplatz A auf die mittlere Scheibe wechseln, stehen Ihnen nicht mehr genügend Übergangsstege zur Verfügung, um diese große Tour hin und her und wieder hin durchzuführen.


        Zur Lösung können Sie sich, wenn Sie einen guten Überblick über ein sich dynamisch, aber periodisch veränderndes System bewahren können, leicht mit einigen Skizzen des Karussells behelfen. Sie wissen ja, dass das Karussell nach jeweils 32Sekunden wieder genau wie zu Beginn aussieht, dass nach jeweils 16Sekunden immerhin jeweils dieselben Diagonalpfade der großen Scheiben wieder an denselben Übergangsstegen liegen usw. Wenn Ihr Vorstellungsvermögen damit überfordert ist und Sie vor Ihrem geistigen Auge nicht alles im Blick behalten können, werden Sie vermutlich ein simples Modell aus drei Kartonscheiben basteln wollen, um damit Ihre Lösungsansätze zu überprüfen.


        Eine mögliche Lösung lautet:


        


        A → I → E → 4→ K→ J→ M→ N→ K→ 8→ R→ W→ V→ 4→ K→ L→ M→ G→ I→ C→ D→ E→ F→ G→ H→ A→ B→ C→ K→ T→ W→ P→ Q→ R→ S→ T → U→ V→ O→ P


        


        Dies ist die Reihenfolge der einzelnen Plätze, die Sie, wenn keine Pausen angegeben sind, ohne Pausen einzulegen ansteuern. Dort, wo eine Pause eingelegt werden muss, um den richtigen Anschluss zu bekommen, steht in dieser Reihe die Anzahl der Sekunden, die diese Pause dauern muss. Beachten Sie, dass derselbe Platz mehrfach besucht werden darf, nur derselbe Steg darf es nicht.
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        54 Parkplätze für den Weihnachtsmarkt


        Unter den gegebenen Bedingungen gibt es für den Autoparkplatz drei verschiedene Möglichkeiten, in welchem Verhältnis die Winkel zueinander stehen können. Es handelt sich um die folgenden drei Möglichkeiten:


        


        1:3:15


        1:3:5


        1:5:15


        


        Umgerechnet in Anteile an den 180Grad der Gesamtwinkelsumme eines Dreiecks ergibt dies folgende Verhältnisse:


        


        1/19 : 3/19 : 15/19



        


        1/9 : 3/9 : 5/9


        


        1/12 : 5/21 : 15/21


        


        Für den Fahrradstellplatz ergeben sich folgende drei möglichen Winkelverhältnisse:


        


        1:2:6


        1:2:3


        1:3:6


        


        Wieder umgerechnet in Anteile der Gesamtwinkelsumme eines Dreiecks erhalten wir diesmal folgende Verhältnisse:


        


        1/9 : 2/9 : 6/9


        


        1/6 : 2/6 : 3/6


        


        1/10 : 3/10 : 6/10


        


        Um zu entscheiden, welche dieser drei jeweils möglichen Winkelverhältnisse in Frage kommen, müssen wir nun schauen, wo sich Winkelanteile finden, die sowohl bei den Autoparkplätzen als auch bei den Fahrradstellplätzen vorkommen, denn einer der Winkel ist ja bei beiden Anlagen gleich groß. Wir erkennen zwei Möglichkeiten.


        


         3/9 = 2/6 und 1/9 = 1/9


        


        Da der Fahrradstellplatz mit dem Winkelanteil2/6 auch einen Winkel mit einem Winkelanteil von 3/6 besitzt und 3/6 von 180° gerade einen rechten Winkel ausmachen, in dem Entwurf des Professors aber keine rechten Winkel vorkommen, müssen wir die andere Möglichkeit annehmen.


        Wenn wir in der übriggebliebenen Konstellation die insgesamt sechs vorhandenen Winkelanteile betrachten, erkennen wir, dass 6/9 der größte aller Anteile ist, der mit dem größten Winkel korrespondiert, welcher demnach 120° beträgt und dem Fahrradstellplatz zuzuordnen ist.
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        55 Professor Evilowskis Finsterkette


        [image: ]


        Um hier etwas Überblick zu gewinnen, empfiehlt es sich, eine Tabelle aufzustellen, in der zu jeder Sternart die Nummern der Sterne stehen, die in der jeweiligen Art ausgeprägt sind.


        Das Prinzip für die korrekte Lichterkette ist jenes: Jede Erscheinungsform eines Sternes steht für die Zahl der Quadratzahlen, die man mindestens benötigt, um aus ihrer Summe die Nummer der Position des Sternes in der Lichterkette zu bilden. Große dunkle Sterne stehen an Positionen, die bereits selbst eine Quadratzahl sind, kleine helle Sterne stehen an den Positionen, die man als Summe zweier Quadratzahlen darstellen kann. Die kleinen dunklen Sterne sind jene, für die man drei, und die großen hellen Sterne sind die, für die man vier Quadratzahlen addieren muss, um die Nummer ihrer Position zu erhalten. Vertauscht wurden der 9. und der 10.Stern.
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        56 Wettrodeln in Wintersbergen


        Für Jochen gilt: Bis die Länge seines Schlittens einen festen Punkt passiert hat, dauert es nach oben 6Sekunden, nach unten 2Sekunden. Seine konstante Zuggeschwindigkeit ist also 3-mal langsamer als seine konstante Rodelgeschwindigkeit. Da er beim Hochziehen zum Passieren des ersten Baumes 6Sekunden braucht und Jakob 8Sekunden, ist Jochens Hochziehgeschwindigkeit um einen Faktor 4/​3 höher als Jakobs, und deshalb benötigt Jochen auch nur 12 × 3/​4Minuten = 9Minuten, bis der Anfang seines Schlittens beim Hochziehen den ersten Baum erreicht. Zum Herunterrodeln benötigt Jochen also 90Sekunden (bis der Anfang seines Schlittens den ersten Baum erreicht hat) + 2Sekunden (bis auch das Schlittenende sich im Waldstück befindet) + 50Sekunden (= 2,5Minuten × 1/​3, bis der Anfang des Schlittens den letzten Baum im Waldstück erreicht hat) + 2 weitere Sekunden, bis der Schlitten komplett aus dem Wald heraus ist. + 180Sekunden (= 540Sekunden × 1/​3, bis der Schlitten am Ziel ist) = 324Sekunden. Bis Jochen vom Start aus oben angekommen ist, dauert es 3 × 324Sekunden + 60Sekunden (Pinkelpause) = 1032Sekunden. Jochens Gesamtzeit beträgt somit 324Sekunden + 1032Sekunden = 1356Sekunden. Jakob benötigt bergab nur die halbe Zeit, die Jochen braucht, weil er doppelt so schnell ist (sein Schlitten passiert den ersten Baum bergab in einer Sekunde, Jochens Schlitten benötigte dafür zwei Sekunden). Also schafft er es den Berg hinunter in 162Sekunden. Den Berg hinauf benötigt er 4/​3 × 3 × 324 Sekunden (= 4/​3 von Jochens reiner Hochziehzeit) = 1296Sekunden. Also schafft Jakob das Rennen in 1296 + 162 = 1458Sekunden, und Jochen gewinnt.
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        57 Ganz, ganz phile kleine Päckchen


        Sowohl der Aufgabentext als auch der seltsame orthografische Fehler in der Überschrift geben einen Hinweis auf die Redensart. Trotzdem ist diese Aufgabe nicht ganz so einfach, weil Sie die Redensart nur in verschlüsselter Form und nicht im Klartext legen können.


        Die gesuchte Redensart lautet «Kleinvieh macht auch Mist». Kleinvieh muss hier allerdings durch den kleinen griechischen Buchstaben Phi dargestellt werden.


        [image: ]


        Die dunklen Hölzchen müssen zu folgender Anordnung umgelegt werden.


        [image: ]
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        58 Birnärer Weihnachtsbaum


        Nicht nur besteht der Weihnachtsbaum aus Birnen, sondern er ist auch im Zweiersystem aufzufassen. Helle Birnen stehen für 1, dunkle Birnen für 0.Die nächste Zeile lautet im Zweiersystem 111100111010110100110111011.Die Spitze des Weihnachtsbaumes bildet eine 1.Das ist EINE eins. Also lautet die zweite Zeile 11. Die zweite Zeile besteht aus ZWEI Einsen. Die dritte Zeile würde demnach 21 lauten, wenn wir im Zehnersystem arbeiten würden. Wir arbeiten aber im Binärsystem, und da wird die Zahl 2 so geschrieben: 10.Also lautet die dritte Zeile 101.Nach diesem System bekommen wir schließlich die obige Lösung.
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        59 Plätzchen backen bei Professor Pobel-Knobel


        Pofessor Evilowski soll mit einem gleichseitigen Sechseck ein flächengrößeres gleichseitiges Sechseck so ausstechen, dass die insgesamt ausgestochene Teigfläche danach in lauter gleichseitige Dreiecke zerfällt. Diese Aufgabe scheint sich zunächst jedem Lösungsversuch zu widersetzen. In der Tat wurde Professor Evilowski von seinem Kollegen ein wenig ausgetrickst, denn die Aufgabe ist in der Tat unlösbar, wenn wir als Plätzchenform ein regelmäßiges Sechseck verwenden, aber das war ja auch nicht verlangt. Es war lediglich verlangt, dass alle sechs Seiten jeweils gleich lang sein müssen. Wenn wir also folgendes Sechseck verwenden, ist die Aufgabe lösbar:


        
          
        


        
          [image: ]

          

        


        Und es genügt, damit viermal in den Teig einzustechen, um ein flächengrößeres (diesmal sogar regelmäßiges) Sechseck zu erhalten, welches in lauter gleichseitige Dreiecke zerfällt und welches, nebenbei bemerkt, dieselbe Seitenlänge besitzt wie das Sechseck der Plätzchenform. Dazu stechen wir einmal mit der Plätzchenform in den Teig ein. Dann drehen wir sie um 180° und stechen sie erneut in den Teig, sodass die beiden durchgehend gezeichneten Kanten genau wieder dort liegen, wo sie sich, nur gespiegelt, beim ersten Einstechen befanden. Das Ergebnis sieht dann so aus:


        [image: ]


        Die Gesamtfläche ist bereits ein regelmäßiges Sechseck, und zwei gleichseitige Dreiecke sind bereits entstanden. Wenn Sie die Plätzchenform, ausgehend von der anfänglichen Lage, nun um 60° im Uhrzeigersinn drehen und diese dabei so in den Teig einstechen, dass sich die durchgezogenen Linien jeweils mit der oberen und unteren Sechseckseite des bislang ausgestochenen Teiges decken, erhalten Sie folgendes Resultat mit bereits vier gleichseitigen Dreiecken:


        [image: ]


        Die Plätzchenform, ausgehend von der anfänglichen Lage, um 120° gegen den Uhrzeigersinn gedreht und erneut so in den Teig eingestochen, dass sich die durchgezogenen Linien jeweils mit der oberen und unteren Sechseckseite des bislang ausgestochenen Teiges decken, erhalten Sie schließlich lauter gleichseitige Dreiecke.


        [image: ]
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        60 Professor Evilowskis wahrhaft diabolische Finsterkette


        [image: ]


        Es wurden die Sterne 12 und 13 miteinander vertauscht. Aber was ist an dieser Lichterkette nun so diabolisch? Das werden Sie gleich sehen. Es geht bei dieser Lichterkette um Palindrome. Um Zahlen also, die von hinten nach vorne gelesen dieselbe Ziffernfolge haben, wie wenn man sie von vorne nach hinten liest. Also z.B. 57275 wäre ein Palindrom. Bei dieser Lichterkette geht es um Palindrome im Zweiersystem und im Dreiersystem. Wenn die Nummer der Position eines Sterns in der Lichterkette im Zweiersystem ein Palindrom ist, ist der Stern hell und klein, bei Palindromen im Dreiersystem ist er hell und groß, ist die Positionsnummer sowohl ein Palindrom im Zweier- wie auch im Dreiersystem, ist der Stern groß und dunkel, und handelt es sich weder im Zweier- noch im Dreiersystem um ein Palindrom, so ist der Stern klein und dunkel.
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        61 Rasanter Schlittschuhlauf


        Von der Aufgabenstellung her ist klar, dass Katia deutlich schneller ist als ihre Freundin Sonja. Nennen wir diesen Faktor, den sie schneller ist, a. Wenn Katia aber diesen festen Faktor schneller ist als ihre Freundin, dann wird das Rennen auf jeder Eisbahn beliebiger Länge genau so verlaufen wie im Aufgabentext beschrieben. Die einzige variierende Größe im Aufgabentext, die mit der Bahnlänge variieren würde, wären die 60Meter, die Sonja beim ersten Zusammentreffen zurückgelegt hätte. Deshalb suchen wir uns eine Bahnlänge, mit der wir bequem rechnen können, und rechnen das Resultat ganz zum Schluss auf die 60Meter beim ersten Zusammentreffen um. Wir nehmen an, die Bahn habe eine Länge von a + 1. Beim ersten Rendezvous hätte dann Sonja eine Strecke von 1 und Katia eine Strecke von a zurückgelegt. Nun wendet Katia und läuft der Freundin hinterher. Vom Zeitpunkt des ersten Zusammentreffens bis zu dem Zeitpunkt, an dem sie die Freundin einholt, lege die Freundin eine Strecke von x zurück. Katia muss, um die Freundin zum zweiten Mal zu treffen, dafür eine Strecke von (a + 1) + x zurücklegen, nämlich muss sie die Bahn von der Länge a + 1 in entgegengesetzter Richtung einmal komplett umrunden und dann auch noch das Stück x aufholen, bis sie zum zweiten Mal mit der Freundin zusammentrifft. Da Katia aber a-mal so schnell ist wie ihre Freundin und die Freundin zwischen erstem und zweitem Treffen die Strecke x zurückgelegt hat, hat Katia in dieser Zeit die Strecke a × x zurückgelegt, weswegen a × x = a + 1 + x gilt, und nach x aufgelöst:


        


        [image: ]


        


        Was gilt nun für die Phase zwischen dem zweiten und dem letzten Rendezvous? Im Prinzip gleicht sie der ersten Phase, denn beide Läuferinnen befinden sich zu Beginn am selben Punkt und laufen in entgegengesetzte Richtungen, bis sie sich treffen. Das bedeutet, dass Sonja wieder die Strecke von 1 zurücklegt und Katia die Strecke von a.


        Damit legt Sonja in den drei Phasen des Rennens nacheinander folgende Strecken zurück: 1,


        


        [image: ]


        


        1 oder aufsummiert:


        


        [image: ]


        


        Da wir aber schon von Anfang an wissen, dass die Gesamtstrecke die Länge a + 1 hat und Sonja die Bahn insgesamt genau einmal umrundet, erhalten wir:


        


        [image: ]


        


        Daraus gewinnt man durch Umstellen, Ausmultiplizieren und Zusammenfassen:


        


        a2 – 3a = 0


        


        Und damit gelangen wir zu der einzig sinnvollen Lösung, dass a = 3 und Katia dreimal so schnell ist wie ihre Freundin. Das bedeutet, dass sie beim ersten Zusammentreffen den dreifachen Weg zurückgelegt hat wie Sonja, die laut Aufgabentext zu diesem Zeitpunkt 60Meter zurückgelegt hat. Katia hat also beim ersten Rendezvous 180Meter zurückgelegt. Daraus folgt, dass die Bahn insgesamt 240Meter lang ist. Die Freundin umrundet die Bahn genau einmal, und während dieser Zeit fährt Katia permanent mit dem dreifachen Tempo der Freundin, weshalb sie 3 × 240 Meter = 720Meter zurücklegt.
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        62 Weihnachtspansch


        Jedes beliebige Mischungsverhältnis kann entstehen. Der Gastwirt stellt je einen Krug unter das Fass mit dem guten Wein und einen unter das Fass mit dem schlechteren Wein. Nun dreht er beide Zapfhähne voll auf, bis der Krug mit dem guten Wein (dunkle Farbe) randvoll ist. Dann ist der Krug mit weniger gutem Wein (helle Farbe) genau halb voll, und der dritte Krug ist noch leer. Jetzt dreht er beide Zapfhähne gleichzeitig wieder zu.


        [image: ]


        Nun gießt er so lange Wein aus dem linken Krug in den mittleren Krug, bis der mittlere Krug voll ist. In dem mittleren Krug befindet sich nun die 50:50-Mischung für die normalen Stammgäste, der linke Krug ist exakt zur Hälfte mit gutem Wein gefüllt, der rechte Krug ist leer:


        [image: ]


        Der Wirt stellt den rechten Krug unter das Fass mit dem mäßigen Wein und füllt ihn komplett auf:


        
          
        


        
          [image: ]

          

        


        Er hat bis jetzt volumenmäßig genau einen Krug guten und 1,5Krüge mäßigen Weines gezapft. Er darf deshalb ab jetzt nur noch vom guten Wein zapfen. Wenn er das tut, dann hat er von beiden Weinen jeweils dieselbe Menge gezapft. Er schüttet jetzt eine beliebige Menge des mäßigen Weines vom rechten in den linken Krug. Dies kann beliebig wenig, aber auch beliebig viel sein, nur nicht so viel, dass der linke Krug komplett voll ist. Anschließend füllt er nacheinander den linken und dann den rechten Krug so lange mit gutem Wein auf, bis beide randvoll sind. Jetzt hat er von beiden Weinen jeweils dieselbe Menge gezapft, er hat nur zweimal Wein aus einem Krug in einen anderen gekippt, die Mischungsverhältnisse des linken Kruges und des rechten Kruges sind zueinander reziprok, denn anhand der gezapften Mengen bleibt ihnen gar keine andere Wahl, und im linken Krug kann sich theoretisch jedes beliebige Mischungsverhältnis zwischen 50:50 und 100:0 von gutem zu mäßigem Wein befinden. Da der Wirt keinerlei Messinstrumente besitzt, kann er (außer einigen sehr speziellen Mischungsverhältnissen) zwar zufällig jedes beliebige Mischungsverhältnis bekommen, aber er kann nicht ein ganz konkretes Mischungsverhältnis, welches er im Sinn hat, erzwingen. (Er könnte es bestenfalls durch ein gutes Augenmaß angenähert erreichen.)
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        63 Einbahnstraßen für Leitersheim


        Wir gehen von den zwei Hauptstraßen aus. Am Ortsanfang in der Höhe des Kaufhauses gibt es genau zwei Möglichkeiten, in den Ort einzufahren, nämlich eine Möglichkeit über die eine und eine Möglichkeit über die andere Hauptstraße. Ganz allgemein gibt es aber, wenn wir Einbahnstraßen anlegen auf jedem Streckenabschnitt der beiden Hauptstraßen, jeweils eine ganz individuelle Anzahl an Möglichkeiten, wie wir auf den Streckenabschnitt auf der jeweiligen Hauptstraße gelangen könnten, wenn wir berücksichtigen, wie die Einbahnstraßen gelegt sind. So gäbe es z.B. für einen Streckenabschnitt auf einer der Hauptstraßen a Möglichkeiten, wie man in ihn hineingelangen kann, und für den parallelen Abschnitt auf der anderen Hauptstraße gäbe es b solcher Möglichkeiten. Zusammen sind das a + b Möglichkeiten, den Abschnitt auf der einen oder der anderen Hauptstraße zu durchfahren. Schauen wir uns an, wie sich die Anzahl der Möglichkeiten auf den weiteren Streckenabschnitten entwickelt, wenn die folgende Querstraße zu einer Einbahnstraße wird:


        [image: ]


        Ganz gleich, in welche Richtung die Einbahnstraße zeigt, wenn wir a und b durch a' und b' ersetzen mit a' ≥ a, b' ≥ b und a' + b' > a + b, dann wird auch die Zahl der Gesamtwege 2a' + b' > 2a + b echt größer, und die Anzahl der Möglichkeiten auf den beiden folgenden Straßenabschnitten sind jeweils gleich groß oder größer, a' ≥ a und a' + b' > a + b.


        Wenn wir dagegen die Zahlen a und b nicht verändern, sondern die Richtung der Einbahnstraße umkehren, dann ändern sich die Möglichkeiten auf den Folgeabschnitten und die Anzahl der Gesamtwege. An der Zahl der Gesamtwege ist aus der Grafik abzulesen, dass diese dann maximal wird, wenn die Einbahnstraße hinter einem Streckenabschnitt von jener Hauptstraße wegführt, welche bis dorthin die meisten Zufahrtsmöglichkeiten hatte. In der Grafik ist die Einbahnstraße im Sinne der Aufgabenstellung also gerade dann richtig ausgerichtet, falls a > b. Wir sehen aber auch, dass damit auf dem folgenden Streckenabschnitt es auf einmal die andere Hauptstraße ist, welche in diesem Streckenabschnitt die meisten Zufahrtsmöglichkeiten besitzt. Durch das Ändern der Fahrtrichtung einer Einbahnstraße bewirken wir, dass auf den folgenden parallelen Streckenabschnitten die bisher größere Zahl der beiden Möglichkeiten (a + b) erhalten wird, während sich die bisher kleinere Zahl (a) ändert (in b).


        Aufgrund dieser Feststellungen muss man aufeinanderfolgende Einbahnstraßen immer in zueinander entgegengesetzter Fahrtrichtung anlegen, um am Ende die größtmögliche Anzahl an Fahrtwegen zu erhalten.


        Da am Ortsanfang a = b = 1 gilt, spielt es für die erste Einbahnstraße keine Rolle, in welche Richtung sie zeigt. Sie kann deshalb so ausgerichtet werden, dass die Einbahnstraße hinter dem Streckenabschnitt mit dem Festplatz von dieser Hauptstraße wegführt und den direkten Zufahrtsweg zum Friseurgeschäft Kurz und Gut freigibt, sodass Herr Hintermond diesen Teil seiner Fahrt wie gehabt vornehmen kann. In der folgenden Grafik sehen Sie links das Kaufhaus sowie den Weihnachtsmarkt, der sich an der Stelle des Stern befindet. Jeder Streckenabschnitt ist mit der Anzahl der Möglichkeiten beschriftet, mit der man, vom Kaufhaus kommend, in diesen Streckenabschnitt hineingelangen kann. Die schwarzgezeichnete Einbahnstraße ist jene, in der das Friseurgeschäft liegt.


        [image: ]


        Herr Hintermond kann also auf acht unterschiedlichen Wegen zum Weihnachtsmarkt gelangen. Um den dazu parallelen Abschnitt auf der anderen Hauptstraße zu erreichen, hätte er theoretisch fünf unterschiedliche Möglichkeiten. Für die weiteren Überlegungen verfallen diese aber, denn in diesen Abschnitt wird er ja definitiv nicht hineinfahren, sodass wir die Zahl für diesen Abschnitt für den weiteren Weg auf null zurücksetzen können. Die folgende Grafik zeigt die Möglichkeiten für den weiteren Heimweg. Abschnitte, die wegen des Friseurbesuchs nicht erreichbar sind, wurden dabei durchgestrichen. Es gibt genau unmittelbar nach dem Friseurbesuch nur eine mögliche Hauptstraße und 8Möglichkeiten, wie wir zu diesem Streckenabschnitt gelangen konnten.


        [image: ]


        Diese acht Möglichkeiten müssen wir von den 40Möglichkeiten des Abschnittes zwischen der zehnten und elften Querstraße auf derselben Hauptstraße subtrahieren, denn sie entsprechen zahlenmäßig jenen Möglichkeiten, wie wir dorthin gelangen, ohne eine der vorausgehenden vier Querstraßen zu benutzen, was aber im Aufgabentext so vorgeschrieben war. Vom Kaufhaus zum Haus von Herrn Hintermond in der letzten, graugezeichneten Querstraße, welche keine Einbahnstraße darstellt, gibt es somit 56 + 88 = 144 unterschiedliche Fahrtwege, die allen Bedingungen der Aufgabenstellung genügen.
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        64 Einsame Inselweihnacht


        Mit seiner Digitaluhr kann Herr Maier nur die Tage innerhalb eines Monats, aber nicht die Monate selbst feststellen. Im Kalender ist 31, 30, 31, 30, 31, 31 die längste Sequenz gleich langer Monate, die doppelt vorkommt. Einmal bei den Monaten


        


        August, September, Oktober, November, Dezember, Januar


        


        und dann noch einmal bei den Monaten


        


        März, April, Mai, Juni, Juli, August.


        


        Haben wir den 1.August oder den 1.März, dann hat Herr Maier Pech, denn dann wird er die nächsten sechs Monate nicht feststellen können, in welchem Monat er sich befindet, aber auch im siebten Monat wird er erst gegen Ende feststellen, ob es sich um einen Februar oder um einen September handelt. Im Falle eines Schaltjahres muss er also im ungünstigsten Fall


        (31–1) + 30 + 31 + 30 + 31 + 31 + 30Tage = 183Tage abwarten, bis er das aktuelle Datum kennt und davon ausgehend das korrekte Weihnachtsdatum ermitteln kann. Der erste Summand beträgt nicht 31, sondern nur 30, weil wir ja bereits den ersten Tag des Monats haben und somit bereits nach 30Tagen das Monatsende erreichen. Der letzte Summand beträgt 30, weil wir im letzten Monat der siebenmonatigen Beobachtungsperiode im ungünstigsten Falle eines Schaltjahrs erst nach dem 29. erkennen können, ob dies ein Februar war oder ein September ist. Im günstigsten Fall hingegen haben wir den letzten Tag des Monats Februar. Dann braucht Herr Maier nur einen einzigen Tag, um zu wissen, in wie vielen Tagen Weihnachten ist.
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        65 Die unterbrochene Mühlepartie


        Im Gegensatz zum Schachspiel haben die Felder auf dem Mühlebrett keine Farben. Nichts hindert uns jedoch daran, uns vorzustellen, dass die Felder gefärbt wären. Sie werden feststellen, dass zwei Farben genügen, sämtliche Mühlefelder so einzufärben, dass benachbarte Felder immer unterschiedlich gefärbt sind. Nehmen wir als Farben einfach Dunkel und Hell und stellen wir uns einfach das linke, obere Feld dunkel gefärbt vor. Die Farben für alle übrigen Felder ergeben sich dann ganz automatisch.


        [image: ]


        Dadurch, dass benachbarte Felder immer unterschiedlich gefärbt sind, geschieht bei einem Zug entweder, dass ein Stein von einem dunklen auf ein helles Feld gezogen wird oder umgekehrt von einem hellen auf ein dunkles Feld. In jedem Falle aber ändert sich die Anzahl der Steine auf den dunklen (und auch auf den hellen) Feldern bei jedem Zug um genau eins. Wenn sich die Anzahl um genau eins ändert, bedeutet dies, dass sich die Zahl entweder von geradzahlig zu ungeradzahlig oder umgekehrt ändert.


        In der ersten Stellung in der Aufgabe befinden sich neun Steine, also eine ungerade Anzahl, auf den als dunkel angenommenen Feldern, und Gudrun ist am Zug. Nachdem Gudrun gezogen hat, wird folglich eine gerade Anzahl von Steinen auf den dunklen Feldern stehen, und nachdem Melanie ebenfalls gezogen haben wird, wird wieder Gudrun am Zug sein, und es wird sich wieder eine ungerade Anzahl von Steinen auf den dunklen Feldern befinden. Also immer genau dann, wenn Gudrun am Zug ist, befindet sich eine ungerade Anzahl von Steinen auf den dunklen Feldern. Wir müssen also im Prinzip nur zählen, wie viele Steine sich in der zweiten Stellung auf den dunklen Feldern befinden, um zu ermitteln, wer am Zug ist. Es gibt aber ein kleines Problem. Wenn ein Stein geschlagen wird, verschwindet er einfach so vom Spielfeld und bringt unsere gesamte Kalkulation durcheinander. Wenn wir einen geschlagenen Stein aber quasi so behandeln würden, als befände er sich noch immer auf dem Spielfeld, nur dass mit ihm nicht mehr gezogen wird, dann geht unsere Rechnung natürlich auf. Die Kreuze an den Stellen, wo Steine geschlagen wurden, fungieren in der zweiten Stellung als Stellvertreter für die geschlagenen Steine, damit die Information über ihre letzte Position nicht verlorengeht. Wenn wir diese Kreuze als ganz normale Steine mitzählen, dann kommen wir wieder zum richtigen Ergebnis. In der zweiten Stellung befinden sich wieder neun Steine (Steine + Kreuze), also wieder eine ungerade Anzahl, auf den dunklen Feldern. Damit ist wieder Gudrun am Zug.

      


      
        [zurück zum Text]
      

    

  


  
    
      
    


    
      

      
        [zurück zum Text]
      


      
        


        66 Plätzchen oder Schätzchen


        Zunächst gibt es zwei Möglichkeiten, nämlich dass Frau Honigsüß von Anfang an den richtigen Behälter gewählt hat, wofür die Wahrscheinlichkeit 1/6 beträgt, oder dass sie sich einen der fünf falschen Behälter ausgesucht hat, wofür die Wahrscheinlichkeit 5/6 beträgt. Nun beginnt der Showmaster, die Behälter auszutauschen. Für den Fall, dass Frau Honigsüß den richtigen Behälter ausgewählt hat, stehen alle übrigen fünf Behälter jeweils gleich wahrscheinlich zum Tausch bereit. Es gibt dabei 10 unterschiedliche Möglichkeiten, davon zwei Behälter auszuwählen. Dies gilt für den ersten und für den zweiten Tauschvorgang. Der erste Tauschvorgang ist völlig beliebig. Uns interessiert der zweite Tauschvorgang. Insbesondere interessieren wir uns dafür, ob und wie viele der Behälter vom ersten Tauschvorgang auch beim zweiten Tauschvorgang wieder mit von der Partie sind, denn das einzige Unterscheidungsmerkmal, welches Frau Honigsüß für ihre Strategie zur Verfügung steht, ist jenes, welche Behälter wann und wie oft ausgetauscht werden. In nur einem von zehn Fällen handelt es sich offensichtlich um die beiden selben Behälter. Nennen wir diesen Fall den Fall A.Er tritt also mit der Wahrscheinlichkeit 1/10 ein, falls Frau Honigsüß zu Anfang den Geldbehälter gewählt hat. Damit genau einer der beiden Behälter beim zweiten Tauschvorgang erneut getauscht wird, was wir Fall B nennen wollen, dafür gibt es sechs Möglichkeiten, nämlich jeweils einer der beiden zuvor getauschten Behälter wird mit einem der drei übrigen Behälter getauscht. Übrig sind dabei alle Behälter, außer dem anderen Tauschbehälter aus dem ersten Tausch, außer dem Behälter, den Frau Honigsüß gewählt hat, und außer dem ausgewählten Behälter selbst. In sechs von zehn Fällen wird also genau einer der zuvor getauschten Behälter erneut getauscht. Fall B tritt also mit Wahrscheinlichkeit 6/10 ein, sofern Frau Honigsüß den Geldbehälter gewählt hat. Nochmal zusammengefasst: Sofern Frau Honigsüß anfangs den Behälter mit dem Scheck gewählt hat, gibt es für die beiden Tauschvorgänge drei mögliche Ausgänge. Es gibt genau eine Möglichkeit, dass die beiden selben Behälter erneut getauscht werden, und sechs Möglichkeiten, dass genau einer der beiden Behälter aus dem ersten Tauschvorgang erneut getauscht würde. Damit bleiben von den insgesamt zehn Möglichkeiten für den zweiten Tausch noch drei Stück übrig, an denen keiner der beiden Tauschbehälter des ersten Tausches beteiligt wäre, was wir Fall C nennen wollen, der dann mit einer Wahrscheinlichkeit von 3/10 auftritt, sofern Frau Honigsüß anfänglich den Geldbehälter ausgewählt hat.


        


        Wie schaut es dagegen aus, wenn Frau Honigsüß einen Behälter mit einem Trostpreis gewählt hat? Der Fall A, dass also bei beiden Tauschvorgängen die jeweils gleichen Behälter gewählt werden, beträgt dann 1/4. Dies ist deshalb klar, weil der Behälter mit dem Scheck beide Male in den Tauschvorgang einbezogen sein muss und es dann noch jeweils vier mögliche Tauschbehälter gibt, die zur Verfügung stehen. Dass es beide Male derselbe ist, dafür stehen die Chancen eben 1:4.Der Fall C kann überhaupt nicht auftreten, denn mindestens einer der Behälter aus dem ersten Tausch (jener mit dem Scheck) muss auch beim zweiten Tausch vorkommen. Die Wahrscheinlichkeit für den Fall C beträgt somit 0.Nach Adam Riese muss der Fall B dann mit der Wahrscheinlichkeit 3/4 vorkommen.


        


        Nachdem alle diese Möglichkeiten untersucht wurden, stellt sich die Frage, wie sich Frau Honigsüß optimal verhält, abhängig von den Fällen A, B und C.Der Fall C ist der klarste Fall. Er kann überhaupt nicht vorkommen, wenn Frau Honigsüß einen Behälter mit Trostpreis gewählt hat. Tritt Fall C ein, dann weiß sie, dass sie den Hauptgewinn gewählt hat, und muss folglich bei ihrer ersten Wahl bleiben. Im Fall C gewinnt sie mit dieser Entscheidung mit Sicherheit, also mit der Wahrscheinlichkeit 1.


        Im Fall B, dass nämlich genau einer der beiden Behälter erneut getauscht wird, gewinnt Frau Honigsüß garantiert, wenn sie selbst ursprünglich einen Behälter mit Trostpreis wählte und sich jetzt für jenen Behälter umentscheidet, der in beiden Tauschvorgängen vorkam. 5/6 × 3/4 = 5/8 > 1/2 ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass Frau Honigsüß zu Beginn einen Behälter mit Trostpreis wählte und dass zudem Fall B eintritt und sie schon allein in diesem Fall mit dieser Strategie den Scheck bekommt. D. h., es kann überhaupt keine erfolgreichere Kombination von Ausgangssituation und Spielzug geben als diese, denn sonst würden sich die Wahrscheinlichkeiten auf den Hauptgewinn für diese hypothetische Kombination und für die soeben durchgerechnete Kombination auf einen Wert größer als 1 addieren. Keine Wahrscheinlichkeit kann jedoch größer als 1 sein. Im Fall B wird also der einzige Behälter gewählt, der beide Male in den Tauschvorgang involviert war. Zu untersuchen bliebe noch der Fall A.Frau Honigsüß besitzt drei Entscheidungsmöglichkeiten. Entweder bei ihrem anfänglich gewählten Behälter bleiben oder einen der beiden getauschten Behälter wählen oder einen der nicht getauschten Behälter wählen. Dass Fall A auftritt und Frau Honigsüß von Anfang an den richtigen Behälter gewählt hat, ist sehr unwahrscheinlich. Die Wahrscheinlichkeit dafür beträgt nur 1/6 × 1/10 =1/60. Egal, welche Strategie Frau Honigsüß verfolgt, in dieser Konstellation wird ihre Entscheidung die Gesamtgewinnwahrscheinlichkeit also um allerhöchstens 1/60 erhöhen können. Anders sieht es im Fall A aus, wenn Frau Honigsüß zu Beginn einen Behälter mit Trostpreis ausgesucht hat. Diese Kombination tritt mit Wahrscheinlichkeit 5/6 × 1/4 = 5/24 ein. In diesem Fall handelt es sich bei einem der beiden getauschten Behälter um jenen mit dem Hauptpreis, und wenn sich Frau Honigsüß in dieser Konstellation auf einen dieser Behälter umentscheidet, stehen die Chancen 50:50, dass sie den richtigen Behälter erwischt. 5/24 × 1/2 = 5/48 wäre in diesem Fall der Beitrag zur Gesamtgewinnwahrscheinlichkeit. Das ist sehr viel besser als 1/60. Es ist leicht einzusehen, dass es überhaupt keinen Sinn macht, darüber hinaus den Fall zu untersuchen, dass Fall A eintritt und sich Frau Honigsüß für einen nicht getauschten Behälter umentscheidet, denn mit dieser Strategie würde sie garantiert verlieren.


        Die optimale Strategie von Frau Honigsüß lautet also, sich im Fall A für einen der beiden getauschten Behälter zu entscheiden, im Fall B denjenigen Behälter zu wählen, der bei beiden Tauschvorgängen vorkam, und im Fall C bei ihrem ursprünglich gewählten Behälter zu bleiben.


        Wie groß ist nun die Wahrscheinlichkeit dafür, dass Frau Honigsüß mit dieser Strategie den Hauptgewinn ergattert? Wir haben 6 mögliche Konstellationen und die Wahrscheinlichkeiten, mit denen diese erreicht werden:


        [image: ]


        Die Gesamtgewinnwahrscheinlichkeit erhalten wir, wenn wir die Wahrscheinlichkeit für jede dieser Konstellationen jeweils mit der Wahrscheinlichkeit multiplizieren, mit der wir gewinnen, unter der Bedingung, dass die Konstellation eingetreten ist, sowie unter Anwendung der optimalen Strategie für den jeweiligen Fall und wenn wir die dabei entstehenden Produkte addieren. Diese Summe ergibt die Gewinnwahrscheinlichkeit. Unter Auslassung der Produkte, die null ergeben, ergibt sich diese Summe zu:


        


        [image: ]


        


        Mit der optimalen Strategie gewinnt Frau Honigsüß also mit einer Wahrscheinlichkeit von beinahe 78%.
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